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A M. Dent-telle à Paris rue dé Crussol , n°. 8
(1392),

'dent, pour idem a ;

A M. Langlois, à Bayeux, Calvados ( n°. 1 t 34),
Pour porcelaine, rappel d'une Médaille de bronze, qui

lui fut décernée en 18i9.

Relativement aux FABRIQUES DE VERRERIE',
CRISTAUX et GLCES :

A MM. Godard'et compagnie, à Vonêche-Bac-
carat , Meurthe( no. 159),

Médaille d'or, pour cristaux

A-MM. Chagot frères,. au Creusot près Mont-
Cénis Saône-et4mire , et à Paris, Boulevard
Poissonnière , n°. 11 ( n°. 1639 bis),

Pour cristaux , rappel d'une Médaille d'or, qui leur
Lut décernée. en 1-8 i9 ;

A la Manufacture royale des- glaces à Saint-
Gobin , et à Paris (n°. 1347),

Pour glaces coulées des plus grandes dimensions, rappel.
d'une Médaille d'or, qui fut décernée à cet établissement
en

A MM. Georgeon et Bontemps, à Choisy-le-Roi
( no. 1282 ),

Médaille d'argent , pour cristaux glaces soufflées
verres plats et autres 5

A la Manufacture de glaces de Cirey, Meur-
the (flo. 1468 )

Pour glaces étamées et non étaniées , rappel d'une Mé-
daille d'argent, qui lui fut décernée en 1819

A M. deViolaine, A Prémontré, Aisne (10. 358),
Médele de bronze , peur verres de toutes dimensions

et de toutes couleurs.

MÉMOIRE
SUR. LA STABILITÉ DES vo uT ES,

PAR M. G. LAMÉ et E. CLAPEYRON;,.

Anciens élèves de l'École polytechnique , aspira:fis-ingé-
nieurs au.Corps royal des mines , majors du Génie des
voies et communications au service de Russie.

LE projet adopté pour la reconstruction de l'église
Saint-Isaac, située sur la place du palais d'hiver
à St.-Pétersbourg,présen te deux portiques sembla.
hies à celui du Panthéon de Rouie; chacun d'eux
doit être recouvert par une voûte en berceau et
en plein cintreet par deux plates-bandes laté-
rales. La ConstruCtion de cette voûte, de plus de
4o pieds de diamètre, assise sur des colonnades,
sans autre massif latéral pour résister à la pous-
sée , paraît d'une difficulté très-gratide, et plu-
sieurs personnes en nient la possibilité. » C'est
pour 'examiner si ces doutes ont quelques fon-
demens , qu'on nous a proposé de calculer la
poussée de cette voûte, et d'indiquer les précau-
tions à prendre pour en assurer la stabilité ; on
nous a priés, à la même occasion, de reconnaître
si le mur cylindrique qui devait soutenir le dôme
principal de l'édifice, aurait une épaisseur suffi-
sante pour en empêcher la dégradation.

Parmi les hypothèses sur lesquelles on a fon-
dé la théorie de l'équilibre des voûtes, la seule
admissible est celle qui le ramène à l'équilibre

- de quatre leviers pesans, assemblés à charnières,
-égaux en poids- aux deux portions de. la voûte
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comprises entre le Milieu de la clef ét les joints
de rupture, et à celles limitées par ces joints de
rupture et par les bases des 'pieds-droits. De
nombreuses observations sur une grande van-

" tité de voûtes dégradées, et des expériences faites
directement par d'habiles constructeurs, ont .

prouvé que les deux derniers leviers tendent à
tourner autour des arrêtes extérieures de leurs
bases, et qu"alors les deux premies se touchant
entre eux par l'arrête extrados du milieu de la
clef, touchent les autres par les arrêtes iatrados
des joints de rupture«

Pour trouver l'équation d'équilibre de ces le-
viers, il est donc nécessaire de connaître la po-
sition des joints oh la rupture tend à se faire
dans chaque espèce de voûtes. 9r, parmi tous les
joints que l'on peut concevoir ,sur les reins d'une
demi-voûte, le,joint où la rupture tend .à se
faire, sera celui pour lequel le levier supérieur
pressera l'extrémité mobile du levier inférieur,
avec une force horizontale dont le moment, pris
par rapport à son point fixe, sera le plus grand
possible, comparé au moment de la pression ver-
ticale exercée à la même extrémité4nobile.
faudrait donc calculer ces momens pour un joint
quelconque, en fonction d'une variable, dont
on déterminerait la valeur par la condition du
maximum dont nous venons de parler ; mais
l'application du calcul des maxima à cette re-
cherche est impraticable , à cause de la .compli-
cation des calculs auxquels -elle donne lieu ;
se contente ordinairement de calculer les rap-
ports des motnens pour plusieurs joints suppo-
sés, et l'on prend pour joint de rupture celui qui.
donne le plus grand de tous les rapports obtenus«
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Avant (l'appliquer cette méthode de tâton-

nemens aux questions': qu'on nous avait propo-
sées, nous avons voulu nous assurer si l'équa-
tion qui exprime l'équilibre d'une voûte ou de
ses quatre leviers n'était pas susceptible d'une
simplification, telle que l'on pût en déduire la
position du joint (le rupture d'une manière plus
immédiate. Nous avons l'honneur de présenter
à l'Académie les résultats de cette recherche. Les
formules auxquelles nous sommes - arrivés sont
assez simples pour pouvOir être traitées par le
calcul des maxima; on en déduit comme corol-
laires tous les faits observés jusqu'à présent sur
les voûtes, et en outre plusieurs théorèmes que
nous croyons nouveaux, et capables de simpli-
fier les recherches que les constructeurs sont
obligés de faire pour déterminer théoriquement
les joints de rupture et la poussée des voûtes
qu'ils sont chargés d'élever.

Théorèmes généraux.

1. Soit .A.BCDE PL-Y, fig. i) une voûte repo-
sant sur .sés deux pieds-droits : d'après les prin-
cipes que nous venons d'établir, elle tendra à se
séparer à la clef et aux reins, les pieds-droits
tendront à se renverser en tournant autour des
arrêtes extérieures F et G ; le point K de la por-
tion KCBH, étant retenu par. la portion corres-
pondante de l'autre moitié de la voûte, descendra
suivant la verticale, tandis que le point B s'élè-
vera en décrivant un arc de cercle autour du
point F. La condition de l'équilibre de la voûte
est ainsi ramenée à celle de l'équilibre des deux
leviers FB et BK , liés à charnières en B, le levier
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inférieur a une extrémité fixe en F, et l'extrémité
K du levier supérieur est assujettie à se mouvoir
suivant la verticale KG.

Soit m le poids- du levier supérieur, m' celui
du levier inférieur ; et BL=a, FL'=_-a'; ,
KN =y; FP= x',. BP le levier FB est sol-
licité à son extrémité B par une force verticale
égale à

(
'

m)... dont le moment, parx
rapport au point fixe F, est m'a' x' ; et

ma
par une force horizontale, égale à - - -, dont le

m a y'
(1)-moment est

(i) En effet, on peut considérer le levier supérieur comme
solliçité par une force in , appliquée au point Q, où la li-
gne BK est rencontrée par la verticale niL, qui, passe par
son centre de gravité ; on peut supposer la même chose
pour le levier inférieur.. Maintenant le poids 7n se dé-

compose en deux, l'un égal à _riz a, appliqué en K, l'autre

égal à , appliqué en B ; le poids nt du levier

KP donne également en K une composante vezticale égalé à
iii a

)

( -- a )

en sorte que ce point est sollicité par une force

égale à
'm

; elle se décompose en deux, dirigées. suivant
a

les lignes KB et KD, égales chacune à

m t / x` -F-y ;--
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Le moment de la force qui tend à renverser la

voûte est donc égal à ma-É. , et celui de la forcey
qui tend à la maintenir est (in' a' m x' ) : donc
le moment de la force qui agit réellement, c'est-
à-dire celui de la résultante, sera égal à

(.1.) ( in' a' x' ) 172 a

la valeur de' ce moment dépend de la position
du joint des reins on se fait la séparation de la
voûte ; si sa valeur est positive pour le point de
la voûte où il est un minimum, la voûte sera en
équilibre stable ; si ce moment est nul, l'équi-
libre sera instantané, et enfin si ce moment est
négatif, l'équilibre sera rompu, et la voûte sera
renversée.

La valeur de ce moment est donc très-impor-
tante, puisque son minimum est la mesure de la

cette force peut être considérée comme appliquée au point
B, où elle se décompose en deux , l'une dirigée suivant la

771 CLverticale égale à l'autre dirigée suivant l'horizontale
X

égale à_ . Le poids ni donne aussi en B une composante

verticale égale à Le point B du levier BF est donc

sollicité par une force verticale égale à
m' a' ( X a) nt a

X,
'

In CL
et par une force horizontale égale à C'est ce qu'il fal-

lait démontrer.
Tome rair, 4e. Avr. E e e

In CL
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stabilité de la voûte , et nous avons dû nous at-
tacher à le simplifier. En ajoutant et retranchant
de cette expression la quantité ma, il vient -

r

(mi a' -±m(x' -Ha ))(in a ±m a Y-)...(.i.) ;
Y

or (. mi a' -I- in (X --1-« a)) est le moment du cen-

tre de gravité de la demi-voûte et du pied-droit,
par rapport au point F. Soit M le poids total de
cette demi-voûte KCF , et MA son moment par
rapport au point F; soit aussi H ---= y 4- y' KB,

et y.-:-.--. h .-= KN. L'expression du moment de-
viendra

H
(MA in 1-t

H ) (1.).

Ce résultat conduit à plusieurs conséquences
importantes : nous allons en présenter quelques-
unes.

2. Et d H
'abord H et MA étant des constantes

on voit que le point de rupture est celui pour le-
, maquel77 est un maximum.

ma ne dépendant que de la forme de la partie
h

supérieure de la voûte, si on détermine, pour
une voûte quelconque le point de rupture, de
quelque manière qu'elle se termine au-delà de
ce point, quelles que soient la forme et la hauteur
des pieds-droits , le point de rupture restera le

'même.
Le point de rupture se trouve à la naissance
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dans toutes les voûtes surbaissées, dont l'origine
se trouve au-dessus du point de rupture, déter-
miné pour la voûte totale.

Lorsqu'ayant calculé pour une voûte quel-
conque le moment de stabilité, on le trouve né-
gatif ou trop faible, on doit chercher à augmen-
ter sa valeur en chargeant convenablement la
voûte. Or, supposons que l'on place sur les reins
de cette voûte une masse dont le centre de
gravité soit distant de la verticale BP d'une
quantité que nous désignerons par z, le moment
de stabilité augmentera de. . . .

1Â, (x'
+-z

H X H k
h)z\

l'addition de cette charge sera avantageuse si
X et préjudiciable dans le cas con-

H
> h,

h x'
traire ; l'égalité z fixe la limite qu'il

H h
ne faut jamais dépasser; en construisant cette
valeur de z, on trouve que si on prolonge la li-
gne FB jusqu'à l'horizontale KV, et que par le
point d'intersection X on abaisse et élève une
verticale XZ, tout ce qu'on ajoutera à gauche de
cette ligne, augmentera la stabilité de la voûte,
et tout ce qu'on ajoutera à droite tendra à la di-
minuer.

Ce résultat n'est entièrement rigoureux que
dans le cas où l'addition de cettte masse p. ne
change pas la position du point de rupture :
aussi est-il applicable au cas d'une voûte très-
surbaissée, dans laquelle le point de rupture sera
toujours à la naissance; mais, dans le cas géné-

Eee 2



796
SUR LI ST.A BILITÎ

ral, on-doit considérer la limite XZ comme trop

éloignée du point de rupture. D'ailleurs ce qu'on

doit se proposer dans la pratique est d'augmen-

ter la stabilité de la voûte en employant le moins
possible de matériaux : or il est aisé de voir
qu'une masse donnée augmente d'autant plus le

moment de stabilité, qu'elle se trouve placée

plus près de la verticale passant par le point de

rupture : c'est donc près de cette ligne sur-tout
qu'il est convenable de charger la voûte.

5. Le point de rupture correspond au cas où

772 a est un maximum, ainsi que nous venons de
h -

l'établir : or, pour qu'on puisse calculer ce maxi-

mum, et par conséquent déterminer la position
du point de rupture, il faut connaître suivant
quelle ligne se fait la séparation de la voûte ; l'ex-

périence apprend qu'elle se dirige d'abord nor-
malement à la courbe avec le plan de joint d'un

voussoir, puis se redresse et s'élève jusqu'à l'ex-
trados, en suivant une ligne plus ou moins si-

nueuse. Ainsi la ligne de séparation de la voûte

est toujours plus ou moins à 'gauche de la verti-

cale passant par le point de rupture. Pour fixer

cette incertitude et être sûr de ne pas arriver à

des résultats trop faibles dans la pratique, nous
-supposerons que la fente se fasse dans la direc-

tion à laquelle correspond la valeur maximum

du moment de BCKH par rapport à BS (fig. 2 ) ;

c'est-à-dire suivant la verticale BS elle-même,
car toute portion de la masse tendant à se déta-

cher, qui serait située à gauche de B S, diminue-

rait le moment total en donnant un terme
aatif.
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Dans cette hypothèse, ma représente le mo-
ment de la surface BCKH , BIT étant vertical,
par rapport à BS. Or, le point de rupture, devant

correspondre au cas où est un maximum
lz

est celui pour lequel cette expression est cons-
tante lorsqu'on passe d'un point B au point infi-
niment voisin b; il faut pour cela que l'on ait :
ma est à h comme la différentielle du moment
ma est à celle de h. Or, en passant du point de
B au point b infiniment voisin sur la courbe in-
trados, lt augmente de bD ; et ma denz X BD,
plus le moment de la masse additionnelle BbsS ,
par rapport à la verticale b s, ce dernier Moment
est un infiniment petit du second ordre , et dis-
paraît devant in X BD on a donc au point de
rupture

Ce qui apprend que le point de rupture est celui
pour lequel la tangente à l'intrados, en ce point,
vient couper l'horizontale passant par le sommet
de la clef; au même Point que la verticale passant
par le centre de gravité de la masse tendant à se

ma
détacher. h est alors égal Cc la masse in dioisée

par la tangente de l'angle à l'horizon de la tou-
chante à l'intrados au point de rupture.

Ce résultat remarquable par sa simplicité nous
a paru utile à énoncer, parce que, sans exiger

in a x 13D a B- ou -
h bD h GD
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aucun calcul', il permet de fixer le point de rup-
ture avec une exactitude suffisante dans la pra-
tique. Il suffit pour cela de construire la courbe,
résultante de l'intersection de la tangente en un
point quelconque de la courbe intrados, et de la
verticale qui passe par le centre de gravité de la
surface correspondante ; cette courbe coupera
l'horizontale qui passe par l'extrémité supérieure
de la clef en un point ; si par ce point on mène
une tangente à la courbe intrados, le point de
contact sera le point de rupture. Cette méthode
.est générale, et s'applique aux voûtes extrados-
sées d'une manière quelconque, et dont la courbe
intrados est continue ou discontinue.

Nous ne faisons ici qu'énoncer ce résultat
nous en avons tiré plusieurs conséquences sur
la forme à donner aux voûtes pour qu'elles
aient le plus de stabilité possible. Nous aurons
l'honneur de soumettre dans peu ce nouveau
travail au jugement de l'Académie.

Nous allons maintenant appliquer la théorie
précédente à la détermination des points de
rupture des voûtes en berceau et des voûtes sphé-
riques.

rotites en berceaux, cylindriques, d'une épais-
seur constante.

4. Dans une voûte en plein cintre, dont les sur-
faces intrados et extrados sont deux cylindres à
bases concentriques circulaires, on peut exprimer

ma
simplement la quantité en fonction de l'arc

h
qui sépare le milieu de la clef de l'arrête intrados
où la rupture des reins tend à se faire.

Comme la position de l'arrête de rupture est
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indépendante de la longueur de la voûte, on

'peut la prendre égale à l'unité, et supposer que
la figure représente la coupe faite au milieu do
cette longueur par un plan qui contiendra tous
les centres de gravité des différentes parties de la
voûte que nous allons considérer. Nous suppo-
serons le joint d.e rupture normale aux deux cy-
lindres.

Soit r et R les rayons des bases des cylindres
intrados et extrados, .r cp l'arc compris entre la
clef' et le joint de rupture, On aura (1)

) p0.ma (R' r')
r .;D sin. cos.,)(.lp

h 2 3

d'où
( R r3

I
3 (11' ).

(1) On aura en effet
E' r'

R r cos. q); ;

R -r cos. ep

2

et a É sin. x ; étant la distance du centre de
gravité de la masse m, è la verticale passant par le milieu
de la clef. Concevons ni décomposé en élémens infiniment
petits , par des plans passant par l'axe commun des cy-
lindres faisant entre eux l'angle constant dcp le centre de
gravité de chacun de ces élémens égaux sera distant do
l'axe des cylindres d'une quantité constante qui sera
déterminée par l'équation....

( .--- ...--- I-.
r' d cp) ,

2
11' dcp R ? ,1<p r R. dyi)

. . =7.
3 2. 3 2
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Le coefficient différentiel de cette expression,
pris par rapport à cp et égalé à zéro, pour eu
trouver le maximum, conduit à l'équation.. .

2 (113---q))
(-2.).. (R rcos, cp )-z (r-R cos. 13 -

3 (11.-;- r)r''

(dans laquelle z = `1)

S111.

qui a pour racine l'arc 1) correspondant à l'arrête
de rupture. On voit, d'après la forme de cette
équation , que la position du joint de rupture
ne dépend que du rapport des deux rayons R et
r; ou, ce qui est la même chose, du rapport de
l'épaisseur de la voûte à son diamètre.

Cette équation ,est transcendante, et ne peut
donner la valeur de son inconnue que par tetton-

r' étant connu, on aura pour déterminer x l'équation

x
(R' -

)2
cp =--- fl'' sin. (p

(il.'
2

(4...

qui donne.... q) x =_. r' (A- cos. (f?), la valeur de la cons-
tante A est l'unité , car l'intégrale doit s'évanouir pour
cp -_-_- o: on a donc...

2 ( R3- r3) ( cp)

a r sin. --
3 (11' )

et par la substitution des valeurs de m, a et h dans

trouve la valeur indiquée dans l'équation (.5.) ci-contre.

ma
IL

on
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nemens. Voici une table des différens arcs
avec les valeurs correspondantes de sin. ci) , cos. cp
et z, qui suffisent dans le plus grand nombre de
cas ; l'emploi des logarithmes abrège singulière-
ment la durée de ces essais.

Pour donner une idée de la marche qu'on peut
suivre, considérons le cas particulier d'une voûte
dont l'épaisseur serait le il-, de son diamètre, alors

-9 et l'équation (.2.) devient .........

VALEuns de (p.
VALEURS

de sin., cp.

VALEURS

de cos. cp.

VALEURS
de

- q),
sil, c

450 ou 0,7854 0,7071 0,7071 1,1133
46 0,80285 0,7193 0,6947 1,1161
47 0,8203 0,775134 0,6820 , 111216
48 0,83776 0,7431 0,6691 1,1273
49 0,8552 0,7547 0,65606 1,1332
50 0,87266 0,7660 0,6428 1,1592
51 0,8901 0,7771 0,6293 1,14
52 0,9076 0,7880 0,6157 1,15
53 0,9250 0,7986 0,6018 1,1582
54 0,9425 0,8090 0,5878 1,1649
55 0,9599 0,8191 0,5736 1,1719
56 .' 0,9774 0,8290 0,5592
57 0,%)48 0,8587 0,5446 /1;11876920

53 1,0123 0,8480 0,5299 5,1937
59 1,0297 0,8572 0,5150 5,2014
6o 1,0472 0,8660 0,5000 1,2090
' .

NOTA. Le rayon est toujours supposé égal à l'unité.
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( g 8 cos. (p ) z (8-9 cos. (P)=-1,0637 (.3.)..
l'hypothèse cp = 450, donne, pour le premier
membre, une valeur trop grande 1,5218, comme

o donne aussi un nombre trop grand 2 ;
on en conclut que (p doit être compris entre 450
et go°. L'hypothèse cp, =6o° donne au contraire,
pour le premier membre de l'équation (.3.) une
valeur trop petite o,7686 ; la véritable valeur
de q) est donc comprise entre 45° et 60°.De plus
comme les deux hypothèses précédentes ont
donné pour résultats des nombres qui s'éloignent
du second membre de l'équation (.3.), de o,5 et de

o,3 environ, on peut croire que la vraie valeur

de cp est plus rapprochée de 6o° que de 450, dans
le rapport de 3,_.à 5 : c'est ce qui conduit à essayer

==. 55°. Cette troisième hypothèse cp 550

donne le nombre 1,085g encore un peu trop
gr%d, ce qui indique pour une valeur plus
grande que 550, et puisque cp = 56° donne un
résultat trop petit 1,0282 , cette vraie valeur est
égale à très-peu-près à 550 231, en prenant la va-
leur de x 23' déterminée par la proportion....

x : 6o : :
1,0859-1,0637 : 1,0859 1,0282 ;

et en effet = 550 23 donne, pour le premier
membre de l'équation (.3.), le nombre 1,o6LI, qui

ne diffère que de o,0003 du second membre.

Ainsi une voûte circulaire,dontr épaisseur cons-
tante est le 7%. de l'ouverture diamétrale, a sonpoint
de rupture situé à 55023t clu milieu de la clef, ou

ma.

à 340 '37' de la naissance. En faisant dans
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R

g- =donné parl'équation et 55° 25',T.)
8

ma
on trouve

-h--h
= 5,1515 (-8-

ma -
Lorsque le maximumum de---- seraainsi trouvé,

MA
on fera en sorte que soit plus grand. Suppo-

sons, par exemple, que la voûte soit appuyée sur
des pieds-droits dont la hauteur soit y et l'é-
paisseur x, on aura H R y; le moment MA

y
se composera de celui du pied-droit, qui est

et de celui de la demi-voûte entière, qui est
R3

( 1 (
-4- - - I)

3

(0 Le moment de la demi-voûte entière est en effet
e n

(rt.' r2 ) (rfx x1); x étant la distance du centre
4
de gravité de cette demi-voûte à la verticale passant par le
milieu de la clef, laquelle sera donnée par l'équation

2 ( 113 r3 ) (1 cos. <p)

ci-dessus calculée , en faisant

.cp , d'où 2 ( )2
2 3 ( R' r" )

3(POr') cl>
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on en conclut

x'
MA

y ÷ 71- (11' ) ('+ ) (11`
ol 4 3

y

Il suffira donc pour l'équilibre de prendre
et y, de manière à satisfaire à l'inégalité

x'y -I- R' ),

4 3n va-
> h

)leur

maximum.

Si la hauteur des pieds- droits ainsi que leur
épaisseur ne pouvaient être prises arbitraire-

MA
ment, et que ne Ut pas assez grand, il fau-

drait charger les reins de la voûte , depuis la
naissance jusqu'à la verticale passant par le point
de rupture de l'intrados , au moyen d'un mur
qu'on élèverait suffisamment.

Voûtes sphériques d'une épaisseur constante.

5. Les fissures de plusieurs dômes, et particu-
lièrement de celui de Saint-Pierre de Rome, ap-
prennent qu'une voûte sphérique tend à se par-
tager en demi-fuseaux par des plans méridiens
-verticaux. Le nombre de ces demi-fuseaux dé-
pend de celui des parties faibles du mur cylin-
drique qui soutient la voûte ; ainsi le dôme prin-
cipal de l'église Saint-Isaac à St.-Pétersbourg de-
vant être soutenu par un mur cylindrique percé
de douze portes en arcades, tendra à se séparer

÷ y
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:en douze parties par des plans méridiens verti-
caux passant par les milieux des portes.

-

Pour trouver les conditions (le l'équilibre d'une
voûte Sphérique , il suffit donc d'établir celui du
demi-fuseau et de la partie du mur cylindrique
comprise entre deux plans méridiens consécutifs.

Cela posé, il tendra à se faire une rupture dans
le demi-fuseau, suivant unesurface de joint coni-
que ayant pour axe l'intersection commune des
plans méridiens, et pour base un petit cercle ho-
rizontal de la sphère.D'après ce qui précède, la po-
sition du joint (le rupture dépendra du maximum

ma
de

h m étant la masse supérieure qui tend à
se détacher du fuseau , h la distance qui existe
entre le sommet de l'extrados et le plan horizon-
tal de l'arc intrados du joint, enfin a la plus
courte distance entre la corde de cet arc et la
verticale passant par le centre de gravité de m.

Soient R et r les rayons des -sphères concen-
triques qui limitent la voûte; 2G l'angle des deux
plans méridiens qui comprennent le fuseau, et
l'angle au centre du cône de joint, on aura (i)

(i) En effet :Ii R r cos. les zones qui ont pourhauteurs R. ( cos. ), et r ( cos. cp ) dans les
sphères des rayons R et r , ont pour surfaces 2 11'( j cos. ci)), et 2 .7r r' ( s cos, ) ; les secteurs sphé-
riques auxquels elles servent de bases ont pour solidité

R3
2 '71- ( I cos. (p ) et 2 7r (I cos

3
et les portions de ces secteurs comprises entre les deux
plans niéricliens qui limitent le fuseau sont

R)
2 C ( cos. cp ) _èt 2 C ( cos. cp )1_3 ,

3 3



ma
h

dont la différence donne
11.3 r3

m --= 2C (1. cos. (0
3

Enfin, pour trouver ai on peut poser a ,-__- x x1; X étant
la distance qui existe entre la corde de l'arc 2 C et l'axe
vertical de la voûte d'où x =- r sin. p cos. C 5 x1 étant la
distance du centre de gravité de ni au même axe vertical.
Pour trouver la ,,,..tleur de cette distance, concevons la
masse m décomposée en élémens infiniment petits, com-
pris chacun entre les deux sphères, entre deux plans mé-
ridiens consécutifs faisant l'angle constant cl C , et deux
cônes de joint, dont les angles au centre diffèrent cons-
tamment de d q) : si r' est la distance au centre des sphères
du centre de gravité de chacun de ces élémens , il sera_dé-
terminé par l'équation...

PO --r3 _7.. , 113 311 r 3 , d 3r
,.' a6 acp = -- CL , l, CL .4., (

3 / 3 4 3 4

d'où
3 ( R' )

r'
4 ( )

.. .
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le second membre, différencié par rapport à qD,
et égalé à zéro, donne....

-

21111.4-r11-4-r P i Q (P(.2.). .= . +COS.Cp ..r r PQ 1-1-cosp. PQ sin. p
la valeur de q) qui satisfait à cette équation ,"don-

manera le joint de rupture et le maximum de
h.

et la distance r'' de Ce centre de gravité à l'axe vert4;a1 de
la voûte sera....

is Ili m.
3 (114r")

4(IVr')
considérons maintenant tous les élémens égaux dm compris
entre les deux cônes faisant entre eux l'angle d q) , on ob-
tiendra leur somme en différenciant m par rapport à (p, cequi donne...

E.' r3)
2

C

3
Sill. d (1)

et puisque leurs centres de gravité seront tous distans de
de l'axe de r" , le centre de gravité de leur somme sera celui
d'un arc 2 C r" , dans le cercle de rayon r' F, et sera. distant
de l'axe de la voûte de s' r" sin. Con aura alors

mx i= f 2C ( 113 r )sin.pdcp.
3

3 ( 11.1 sin. C.

4( r' ).

( R4sin. Ç= sin. C ( çp sin. p cos. C),
4M CLX ez ,d'après cela étant égal à la substitution

Ii

des valeurs trouvées donne l'équation (.1.).
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2 C cos. C. r
(in: 4) sin.p (i_cos.)p(E.4.4) sin.0 (psin. p cos

.-, 4
R r cos. cp

Pour simplifier cette expression, posons

(R?) R 74

P =_- 2 C cos. C. r )
sin. C Q,

.7) 4

elle deviendra

nza P sin.. ç ( i cos. ç) Q (ç sin p cos ç)..

Ii R COS. (p
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on ne peut la déterminer que par tâtonnemens.
Dans le cas de la voûte de l'église St.-Isaac, on

9r

a R 54. p. anglais, r 3. p. anglais,

et l'équation (.2.) devient (.3.)...

2,12.5
4,37 -1- Cos. c:p -- 1 , 1 19.z. cl),

1-1--cos.cp

on peut se servir ici de la table et du mode d'es-

sais que nous avons indiqués dans l'application
précédente ; alors

Pour cp 600, le second membre de l'équa-
tion (.3.) devient . 2,061.

2,094.
2,117.
2,122.

450
67° So'

,1) 72.= 68°

Or, puisque une différence de 0,005 entre les

deux derniers essais correspond à une diffé-

rence de o03o' entre les deux angles, on peut
admettre qu'une différence de o,003 entre le

dernier essai et le résultat réel exigera une aug-
mentation de o°18'; et, en effet, l'hypothèse

= 68°18' satisfait jusqu'à la quatrième

ci'male. Cette valeur de çdonne punrlegr h
nombre de 220.

On peut donc avancer que, dans une voûte

sphérique dans laquelle l'épaisseur constante est

le *- de l'ouverture diamétrale, et qui tend à se

partager en 12 demi-fuseaux égaux, il y aura
pour chaque fuseau un joint de rupture situé à

68°18' à partir de la clef, ou à 21°42' à partir
de la naissance. -

VOU-ns.

ma,
LA valeur maximum de étant détermi-h'

née dans chaque espèce de voûte sphérique par
une méthode analogue à celle que nous venons

MA
d'indiquer, on calculera la valeur de -- pour
s'assurer si le moment de stabilité est positif.
M est le poids des parties de la voûte et du mur
cylindrique, comprises entre deux plans méri-
diens consécutifs, A la plus courte distance entre
la verticale passant par le centre de gravité de
M et la tangente à la base du cylindre extérieur
du mur, sur le milieu de l'arc correspondant à
l'angle 2 C; enfin H est la hauteur du sommet de
l'extrados au-dessus du plan de la base du mur
cylindrique.

Conclusions.

Nous avons démontré dans ce mémoire :
Que le moment de stabilité d'une voûte

quelconque est H M. étant le mo-
m a ,
h

ment du poids de la demi-voûte entière et de
son pied-droit, par rapport à l'arrête extérieure
de la base, où le pied-droit tend à se rompre ;

H la hauteur du sommet extrados de la clef au-
dessus dit plan de cette base ; ma le moment ([e
la partie de la voûte comprise entre le milieu de
la clef et le joint de rupture, par rapport à l'ar-
rête intrados de ce joint ;-'enfin h étant la hauteur
du sommet extrados de la clef an-dessus du plan
horizontal mené Par cette arrête.

20. Que le joint de rupture est celui pour ie-
Tome KM. 4e.:_dise. F f f
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'delà ma est : r»-ax=imum ; qu'il hé- dépend pas
h

aie là forme de la voûte au-dessous, de la-hait;
teur ni de la largeur des pieds-droits ; qu'il est à
la naissance pour toutes les voûtes surbaissées
dont l'origine se trouve au - dessus du point de
rupture déterminé pour la voûte totale.

5.. Qu'en supposant le joint de rupture verti-
cal (i) , ce joint de rupture est celui pour lequel
la tangente à la courbe intrados vient rencontrer
l'horizontale passant par le sommet de la clef,
au même point que la verticale passant par le
centre de gravité de la masse, qui tend à se déta-
cher.

4°. Que pour les voûtes en berceau cylindri-
que d'une épaisseur constante ( R et r étant les
rayons des cercles extrados et intrados ), l'angle
icp, compris entre le milieu de la clef et le joint de
rupture, est déterminé par l'équation...

(113T3
(Rr cos.ip) (rR cos. 1)) 2)

srn.cp 3r(11.-1- r

50 Enfin, que dans les voûtes cylindriques

tendànit à se partager en demi-fuseaux égaux,
G

l'angle cp est déterminé par l'équation...

R 11-4- r P QFicos. I)
T

, +- cos. PQ'sin. q:.

dans laquelle

P 2 (R3 r' r C cos.,Cet (R4-- r4) sin. C.
3 4

(1) D'api 'Tes coardeitiions énonitées (.3.) dans ce
mémoire.

SUPPLÉMENT

Au Mémoire sur la çtabilité ties volites
Par les marnes.

TROISIÈME APPLICA.TION.

l'otites cylindriques circulaires extradossees de
niveau.

D'après les considérations exposées dans ce
mémoire, nous pouvons supposer que la rup-
ture ait lieu suivant un plan vertical. Soit r le
rayon du cylindre, R la distance de son axe au
plan extradas, et r cp l'arc intrados qui sépare le
milieu de la clef du joint de rupture, on trouvera

ma
pour dans le cas que nous examinons:

3Re si. ? sin, cos. 3,:p sin. cp ( 1 cip )

6 (R COs. )

Si l'on égale à zéro la différentielle du second
membre de cette équation, prise par rapport à

ma
q) pour avoir le maxiinm de on trouve en

h

cP

représentant_rpar
K, et ---.--, par z...

izp

(.a.) 3z (1 cos. fii5l)iLl 2 cos'. 6 K cos.' cp
( 2K' -1- ) cos. ci) (3 K.+. 2 )

F ff2

I:)ES VOIITRS. 51 t
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Des tâtennemens analogues à ceux que nous
avons indiqués dans les deux applications pré-
céden tes,donn eront l'arc correspondant au point
de rupture, pour chaque valeur particulière de
K; cet arc, substitué_ dans l'équation(.1.), donnera

la valeur de ma et le calcul de-MA
H

n'offrant au-
-h

cune difficulté , .on aura le moment de stabilité
pour le genrç. de voûte en question.

Par exemple, on pourrai avec l'aide des deux
formules précédentes, calculer la poussée exer-
cée sur des piles culées , par des arches de ponts
en arcs de cercles, surbaissés ou en plein cintre
il sera facile aldrs de déterminer l'épaisseur de
ces piles , pour que le moment de stabilité soit
positif.

Occupons-nons maintenant de la recherche
des formes les phis avantageuses à donner aux
voûtes

Soit y -,,f(x) l'équation de la base du cylindre
intrados d'une voûte cylindrique , F (x)
celle du cylindre extrados, et supposons, comme
nous l'avons expliqué plus haut, que le joint de
rupture soit un plan vertical ; en plaçant l'origine
des coordonnées au sommet extrados de la clef,
l'axe des x horizontal , celui des y vertical , tous
deux dans le plan des courbesy=f (x); y' =
F (x); et en ne considérant l'équilibre de la
voûte que sur l'unité de longueur de ses arrêtes

mal'expression de -- sera

ma
f(y' y ) dx fx (y' y ci,

h

DES v)rrEs. à t
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Le coefficient différentiel de , pris par rap-

port à x, et égalé à zéro puuraVOir son maxi-
mum, donne

fx(y y)
d yf ( y' ) d x
dx

L'abscisse du joint de rupture sera donnée par
cette équation , combinée avec celle des deux
courbes", (x), y' F (x), le premier nombre
est l'abscisse du centre de gravité de la partie de
la voûte, comprise entre le milieu de la clef et
le plan de rupture , le second est l'abscisse du
point où la tangente au point de rupture de la
courbe intrados vient rencontrer l'axe des x.
en conclut ce théorème déjà démontré

Que dans toute espèce de voilte, la rupture tend
à se faire au point où la 'tangente .à la courbe in-
trados vient couper l'horizontale passant parle
sommet de la clef au même point que la verticale,
passant par' le centre' de gravité de la masse qui
tend (i se détacher.

L'équation (.2.) donne

X f y) dx f (yHy)xdx f (y' --y)dx .

d yx ____ y

d x

dy
(lx

Lors donc que le point de rupture de la voûte
miiest connu, l'expression maximum deh est

égale à la inasSe qui tend à se détacher, divisée
par la tangente de l'angle que fait 'avec l'horizon,
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la touchante au point de rupture de la courbe
intrados; théorème que nous avons aussi démon-
tré d'une autre manière dans ce mémoire.

Dans une voûte quelconque, le choix des
courbes intrados et extrados n'est pas arbitraire,
si l'on veut que son moment de stabilité soit le
plus grand possible. Par exemple, dans le cas
d'une voûte surbaissée, extraclossée de niveau
où les points de rupture sont aux naissances
cette condition suffit pour déterminer la nature
de la courbe intrados. En traitant cette question
par le calcul des variations, on,trouve que l'oni -

gifle des coordonnées étant à la naissance, et
l'axe des y vertical, la courbe intrados qui donne
le plus grand moment de stabilité possible, pour
les mêmes pieds-droits et la même épaisseur à la
clef, est une courbe dont le rayon de courbure est
en raison inverse d'une fonctionllinéaire (m
de l'abscisse, m étant une constante qui dépend
de l'épaisseur des pieds-droits et de la hauteur
du plan de niveau au-dessus des naissances. L'é-
quation différentielle de cette courbe ,nleSt pas
rnit4rable, car elle est

d y ( mx)' (m 1)'
=1:

4co ((m x)'

et contient un radical du quatrième degré, (lest
la demi-ouverture de la voûte, et a une cons-
tante que l'on ne peut déterminer que par ap-
proximation, en exprimant que le point de rup-
ture de la voûte doit être à la naissance ).

Cette courbe est de même nature que celle que
prendrait une paroi cylindrique flexible, soumise
à 4a pression: d'un liquide, entre deux .plans ver-

d x

gqsse

$

ln a
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tifcaux , op que la base de la surface demi-cylin-
dtlque , wp. termine le mercure déprimé entre
deux plans verticaux parallèles et très-voisins. La
développée de cette courbe est représentée par
upé équation assez simple entre l'arc s- et l'ab-

{( mc1`)' i/e( ru d ( m 1)!

:que l'on pourrait construire par approximation
et d'où l'on déduirait très-aisément la dévelop-
pante.

Cette recherche semble indiquer que les cour-
bes à plusieurs centres dans les ponts surbaissés,
tels que celui de Neuilly, sont plus favorables à
la solidité que toutes. les autre§ courbes.

On peut se demander s'il n'existerait pas des
courbes y 7z.-- f (x) et y' = F (x) , telles que le
moment de .stabilité fût constant, quelle que fût
la position du joint vertical de rupture. Comme
MA '-est constant dans une Même yoûte, il suffit

de chercher si h peut l'être aussi ; il faut donc

que
x y y(1y ) d r )6 1x=cy.

e étant cette constante : or, comme le premier
Membre doit s'évanouir pour l'hypothèse x o,
il faut,que c' ou y soit nul. Dans le premier cas
il *faudrait que la voûte r,if''.eût pas d'épaisseur ;
dans le second, la hauteuide.ila clef serait 'nnlle,
hypothèse qui n'est pas riOn plus adAni,si,b,le.
4,12si 1,1.(stioment de stabilité. je peut' p,.4.-,4.xe

I I
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constant pour toute l'étendue d'une même voûte.
Mais il peut l'être pour tous les points d'une

portion de cette voûte. En effet, soient J\ et C les
coordonnées du point iiurados de la voûte , à
partir duquel on veut que le moment de stabi-
lité soit constamment égal à.,ce qu'il est en ce
point ;-on devra avoir pour tous 1s joints infé-
rieurs

(.i.)x f x(y

c," y. M étant la masse ,supérieure et x, l'abs-
cisse de son centre de gravité; e est la constante
Zn a M(d`x,)
h

et est aussi. égal à ; en différen-
'

ciant une première fois cette équation, on trouve

, qui donnepour e une autre valeur

( d
dx

, et indique que le point C de-

vra être celui de la courbe intrados supérieure,
-ma

pour lequel h
est un .maximum, si l'on veut

(j'Aile se raccorde avec .la Courbe inférieure.
La seconde équation différentielle de l'équation

2d
est/Tv-y c (.2.) ;l c'est la relation- qui

doit exister entre US .courbes y ety'
F ypOur l'égalité'fdil m'ornent de stabilité de
tongqes point S inférieurs au point ( C ). Si la
couri)éïiitrados est donnée, l'équation (.5.) sera
celle `.de.l'extrados ; si ait 'contraire la cOurbe ex

I) VODTES. 817
n'ados est donnée , elle sera l'équation différen
tielle du second Ordre de la courbe intrados : par
exemple, si la voûte devait être extradossée de

d'yniveau, on aurait y' y c- ---; cette équa-de
tion intégrée donne

, .

( x ) c Log. Y+ VPII -- C' -Hy'

ter
cette courbe intrados est la projection renversée
d'une chaînette sur .un plan vertical ; on peut dé-
duire de cette considération un moyen pratique
pour la construire dans l'occasion.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces recher-
ches , qui sont plus. -Curieuses qu'utiles. Toutes
les courbes en usage sont bonnes quand la
condition de stabilité est satisfaite , et les légers
chan,bemens qu'on voudrait y introduire en ajou-
teraieut peu à leur solidité.

-Il serait encore important de considérer dans
les voûtes le rapport qui existe entre les pres-
sions exercées dans leurs différens points et la
résistance des matériaux, on trouverait que dans
la plupart des grandes voûtes la pression que
- supporte la 'partie supérieure de la clef et les
pOints de rupture est énorme, et s'exerce sur
une très-petite surface. On devrait s'attacher
répartir autant que possible cette pression .sur
toute l'étendue des plans de joints ; maisla solu-
tion de cette question, la plus importante qu'il
reste à résoudre dans la construction des voûtes,
dépend d'un emploi raisonné des mortiers ,(le la
taille des pierres, et de soins minutieux à appor'-
ter dans le décin.trement; elle n'est donc plus du
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yessort de l'analyse, c'est aux constructeurs exer-
.,.eés à indiquer là-dessus les méthodeî1e pIq
convenables.

Rapport fait à l'zlcadémie royale des sciences,
le 26 mai 1823, sur le Mémoire -de ,1111U. Lamé
et Clapeyron.

MM. Lamé et Clapeyron, anciens élèves de
l'ÉcolePoly-technique , membres du Corps royal
des Mines, et majors du Génie an service de
Russie, ont présenté à l'Académie un mémoire
.qui traite de la stabilité des voûtes, sin' lequel
MM. Dupin et de Prony ont été chargés de faire
un rapport.

Ces deux ingénieurs se sont livrés aux recher-
chesçdont ils présentent les résultats à l'occasion
de la reconstruction de l'église de St.-Isaac, située
sur la place du palais d'hiver à St.-Pétersbourg, qui
présente deux portiques semblables à celui du
Panthéon de Rome, recouvert par une voûte en
berceau et :en plein cintre et par deux plate-
bandes latérales. La voûte, dont le diamètre est
de plus de quarante pieds, est assise sur des colon-
nades, sans autre massif latéral pour résister à la
poussée. Il s'agissait d'examiner si les doutes,_ele-
vés sur sa stabilité avaient quelques fondeméns,
d'indiquer les précautions à prendre en cas d'af-

firmative , et de reconnaître, en même temps, si
le mur cylindrique destiné à soutenir le dôme
principal. rde l'édifice . avait la stabilité suffi-
sante.

Le problème de la stabilité des voûtes en _ber-
ceau est fort compliqué lorsqu'on veut :avoir
,égard à tous les phénomènes physiquement pos-
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sibles qui peuvent résulter des actions récipro-
ques des parties qui les composent ; il faut com-
biner avec la considération des inouvemens de
rotation celle des mouvemens de translation on.
déplacemens des parties du système, et ces der7
niers présentent des circonstances très-variée,
qui offrent difficilement prise aux: théories.ma-
thématiques. MM. Lamé et Clapeyron,- n'ont en-
visagé la stabilité que relativement aux mouve-
mens de la première espèce, et ils ont ramené
les conditions de l'équilibre d'une voûte en ber-
ceau et de ses pieds-droits à celle d'un système de
verges rigides et pesantes, dont -nous allons ex-
poser la composition.

On admet comme résultat et d'expérience et
de raisonnement que lorsque le système d'une
Yoûte en berceau et de ses pieds-droits est cons-
titué de manière que les pieds-droits prennent
un mouvement qui tend ales renverser, ce sys-
tème se sépare en quatreparties, dontdenx, pla-
cées d'un même côté par rapport à la verticale
menée par le milieu -de la clef, ont, de l'autre côté,
leurs correspondantes semblables et égales.L'une
des couples de masse se compose : d'un pied-
droit, auquel reste adhérente une portion. ,çie-ler
demi-voûte comprise entre la naissance -et un
joint qu'on appelle joint de rupture; 20. d.1.1.-spr-
plus de la demi-voûte , depuis le joint de rup-
ture jusqu'au joint .culuxi.:nant de la voûte. La
composition de l'autre couple de masse est exaç-
tementla.,.même.

De plus le mouvement de ce :systèmeest assu-
jetti aux conditionS.Suivantes 10.1eeiefêteà ex-
térieures des bases des pieds-droits ne4rangent
pasde position , et deviennent des. _axes fixes de
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rotation ; 2°. les» arrêtes d'intrados des voussoirs
contigus au joint "de rupture ne se séparent pas.;
3". la même condition est censée remplie à l'eX

n'ados du milieu de la clef, qu'on suppose divisée
en deux voussoirs. (Cette hypothèse n'est pas
conforme à celui se pratique mais on peut l'ad-
mettre ici sans inconvénient. )

Ces arrêtes d'intrados, ou joints de rupture, et
d'extrados à la clef, deviennent ainsi des axes
mobiles de rotation , et le résultat général du
changement de forme du système, lorsque les
pieds-droits tournent autour des arrêtes exté-
rieures de leurs bases supposées fies, est de faire
ouvrir le joint de la clef à l'intrados-et les joints
de rupture à l'extrados.

D'après cette manière d'envisager les effets de
la poussée de la voûte, on peut remplacer le sys
tème de cette voûte et de ses pieds-droits par
quatre verges rigides et pesantes situées dans un
mêMe plan vertical ; deux de ces verges partant
des arrêtes extérieures des bases des pieds-droits,
et se terminant aux intrados des joints de rup-
ture, où se trouvent les extrémités inférieures des
deux autres verges qui vont se réunir à l'extra-
dos de la clef.

Le poids de chaque-verge représente celui de
la masse qu'elle traverse ; les centres de gravité
de la verge et de la masse se trouvent sur la
même verticale, chaque point de réunion des
extrémités des deux verges est une articulation
mobile remplaçant un (les axes mobiles de rota-
tion ci-dessus mentionnés. Les axes fixes de rota-

1.tion des bases sont remplacés par des articula-
-

'fions fixes.
On obtient,' par Cc système hypothétique, une
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expression analytique de la somme des mon-lens
par rapport aux articulations inférieures fixes.
Prenant positivement, comme ii est (l'usage, les
momens des forces qui tendent à rapprocher les
points de rupture, le signe de la somme, si elle
n'est pas nulle , indiquera dans quel sens les
pieds-droits --doivent tourner autour des articu-
lations fixes; mais, dans l'état physique des
choses, le cas qui donne une somme négative est
le seul que l'on considère comme celui de la
non stabilité. La solidité exige même une somme
positive, qui cependant a des limites relatives à
diverses circonstances ( celle, par exemple:, de la
compressibilité du sol , qui pourrait permettre
l'enfoncement des arrêtes intérieures des pieds-
droits ), circonstances que les auteurs du mé-
moire n'ont pas prises en considération.

Lorsque la somme des momens est nulle, il y
a indifférence de stabilité, et la plus légère ad-
dition de poids à là 'clef doit occasionner le ren-
versement des pieds-droits.

Les quantités relatives à la position des points
de rupture entrent comme inconnues dans l'ex-
pression générale des momens dont nous venons
de parler. Les premiers géomètres ou ingénieurs
qui se sont occupés de la théorie de la stabilité
des voûtes, ont éludé la recherche analytique de
cette position, en se la donnant priwi, et pla-
çant le point de rupture au milieu de la longueur
de la demi-voûte. Une pareille hypothèse ne
peut- convenir qu'a des cas particuliers ; et d'a-
près une théorie mieux entendue, des auteurs phis
récens ont fait consister le caractère distinctif du
point de rupture dans la propriété d'offrir le plus
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Lorsque la différence p: n est nulle pli né-
gative , il y a ou indifférence ou défaut de stabi-
lité, ce qui,nécessite une addition de masses pour
tendee 9-n positif. MM. Lamé et Clapeyron dé-
terminent l'effet d'un poids placé à une distance
horizontale quelconque de l'articulation fixe in-
férieure, la distance de cette articulation, au-delà
de laquelle ce poids diminue la stabilité au lieu
de l'Augmenter , distance dont ils donnent une
construetion fort simple , et démontrent que
pour augmenter la stabilité avec le moins de ma-
tériaux possible , il faut cine les poids addition-
nels, soient peu éloignés de la verticale passant
par le point de rupture.

Une autre construction remarquable par sa
simplicité et son élégance, et dont on,pent tirer
un parti utile .dans la pratique, est celle que les
auteurs donnent pour trouver la position du
point de rupture : ils supposent qu'à partir ,de
ce point, la fente de lit voûte , si cette voûte se
rompait , serait verticale , ce qui n'est pas rigou-
reusement exact ; mais cette hypothèse favorise
la stabilité et ne comporte qu'une erreur négli-
geable, sur-tout dans les grandes voûtes surbais-
sées. En l'admettant, on arrive au théorème sui-
vant : « Le point de rupture est celui pour lequel

la tangente à l'intrados, . en ce point, vient
» couper l'horizontale passant par le sommet de

la clef, au même point que là verticale passant
» par le centre de gravité de-la portion stipe-

rieure de la demi-voûte qui tend à se déta-
cher.
Élevant des 'verticales par les centres de gra-

..

vite de plusieurs portions de la voûte, a partir
du sommets et menant des tangentes à tous les

t
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points (l'intrados, qui terminent les portions de
voûte, la courbe, lieu géométrique des intersec-
tions de ces verticales et de ces tangentes , déter-
mine, par sa rencontre avec l'horizontale passant
par l'extrados de la clef, un point à partir duquel
on mène à la courbe d'intrados la tangente qui
résout le problème.

Un avantage remarquable de la nouvelle théo-
rie de la stabilité des voûtes est de faire con-
naître immédiatement , et par la considération
isolée de la partie supérieure de la construction,
le degré de résistance qu'il faut donner aux par-
ties inférieures. On peut ainsi établir d'avance
des calculs sur différentes espèces de voûtes avant
d'avoir rien statué sur les supports ou pieds-
droits, dont les formes et les dimensions dépen-
dent ensuite des résultats de ces calculs. On
cherche (l'abord là position de ce point de rup-
ture -par la condition du maximum de la quan-
tité n , dont nous avons parlé plus haut ; et ce
point étant trouvé, on a aisément la masse, la
position du centre de 'gravité, et le moment de
la partie de la voûte'qui tend à renverser les pieds-
droits.

MM. Lamé et Clapeyron ont, donné les équa-
tions résolvant le problème de la position du
point de rupture pour trois espèces de voûtes
savoir : la voûte en berceau cylindrique , d'une
épaisseur constante, que nous désignons par le
nom de voûte extradossée; la voûte sphérique
pareillement extradossée, et la voûte circulaire à
extrados horizontal.

Ces équations sont de l'espèce de celles qu'on
appelle transcendantes ; l'inconnue, qui est un

Tome 17111, 4e. livr. Ggg
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angle, ne peut se déterminer que par le tâtonne-
ment. Les auteurs en ont fait des applications
numériques à deux cas particuliers : l'un, relatif
à la voûte circulaire extradossée, et en supposant
l'épaisseur constante égale au seizième de l'ouver-
ture, ils trouvent que le joint de rupture, pris
perpendiculairement à l'extrados, est situé à 550
23' du milieu de la clef, Ou- à 340 37' .des nais-
sances , la voûte étant en plein cintre. Dans cette
espèce de voûte; la position du joint de rupture
ne dépend que du rapport entre les rayons intra-

dosdos et extrados, ou du rapport entre l'épaisseur
dé la voûte et son diamètre.

'En voulant étendre aux voûtes sphériques
l'application de la méthode qui a spécialement
pour objet les voûtes en berceau, MM. Lamé et
Clapeyron ont été obligés d'ajouter un phéno-
mène de rupture à ceux qui résultent de la non-
stabilité de ces dernières voûtes. Ils disent que
les fissures de plusieurs dômes , et particulière-
ment de celui de Saint-Pierre de Rome., ont ap-
pris qu'une voûte sphérique tend à se partager
en demi-fuseaux - par des plans méridiens verti-

caux; le nombre de ces demi-fuseaux dépend de
celui des parties faibles du mur cylindrique qui
soutient la voûte : ainsi le dôme principal dè

l'église de St.-Isaac à St.-Pétersbourg devant -

être soutenu par un mur cylindrique .percé de
douze portes en arcades, tendra à se séparer en
douze parties par des plans méridiens verticaux
passant par les milieux des portes.

Ces préliminaires étant admis , il suffit, pour
trouver les conditions de l'équilibre d'une voûte

sphérique , d'établir cani du demi-fuseau etde
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la partie du mur cYlindrique compris entredeux
méridiens sphériques , en employant une mé-
thode semblable à celle qui s'applique aux
voûtes en berceau.

MM. Lamé et Clapeyron déterminent par cette
méthode la position du joint de rupture de la
voûte sphérique extradossée de l'église de Saint-
Isaac, dont les -rayons intrados et extrados sont
respectivement-de 52 et 34 pieds anglais,.; ce qui
donne pour l'épaisseur de la voûte un 32°. du
diamètre intérieur, et ils trouvent que ce joint
est à 680 18' de la clef, ou 2.1° 42' des nais-
sances.

Un supplément au mémoire dans lequel on
trouve les formules relatives à la voûte en ber-
-ceau circulaire à extrados horizontal, renferme
de 'plus la démonstration analytique de la cons-
truction géométrique ci-dessus mentionnée, qui
donne le point de rupture : les auteurs y ont
joint la solution des deux problèmes. Dans l'un,
ils cherchent, pour une voûte surbaissée à extra-
dos horizontal,: dont le point de rupture serait,
aux naissances, l'équation de la courbe d'intra-
dos, qui donne le plus grand moment de la -sta-
bilité : l'analyse de ce problème appartient à la.
méthode des variations. La courbe cherchée est
de la -nature de celles que prendrait une paroi
cylindrique flexible soumise à la pression d'un li-
quide entre deux plans verticaux, ou de celle
qui est dontiée par la section transversale du
demi-cylindre qui termine le mercure déprimé
entre deux plans verticaux parallèles et très-
voisins.

La développée de cette courbe., qui est -don-
Ggg 2
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née par une équation assez simple entre, l'axe et
l'abscisse , pourrait au besoin servir àla cons-
truction de la développante, et les auteurs tirent
de la solution de ce problème une conséquence
favorable, sous le point de vue de la solidité,
aux courbes formées par des raccordemenS d'arcs
de cercles, connues sous le nom d'anses de pa-
nier.

Dans un second problème, ils se proposent
d'examiner s'il n'existe pas des courbes qui don-
nent un moment de stabilité constant , cruelle
que soit la position du joint vertical de rupture;
ils trouvent que cette condition ne peut pas être
satisfaite pour toute l'étendue d'une voûte, mais
qu'elle peut l'être pour tous les points d'une
portion de cette même voûte. Appliquant leur
analyse au cas d'une voûte à extrados horizontal,
ils arrivent, pour construire la courbe intrados à
une équation transcendante, qui est la projeé-
tion renversée d'une chaînette sur un plan ver-
tical.

Au reste, -ces dernières recherches sont plus
curieuses qu'utiles, les auteurs en conviennent
eux-mêmes : « Toutes les courbes en usage, di-

' » sent-ils , sont bonnes quand la condition de
.» la stabilité est satisfaite, et les légers change-
» mens qu'on voudrait y introduire ajouteraient
» peu à leur solidité. »

Obseivations.

La publicité des premières données expéri-
mentales sur lèsquelles on a établi la théorie ac-
tuelle de la stabilité des voûtes , date d'environ
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un demi-siècle. Perronet. après avoir 'décintré
le pont de Nenilly en 1772, lut, à la rentrée de

- l'Académie royale des sciences de .1775, un mé-
moire imprimé parmi ceux que l'Académie a pu-
blies la même année , et dans lequel il décrit les
phénomènes de tassement observés au décintre-
ment de plusieurs grands ponts, et particulière-
ment des ponts de Nogent-sur-Seine et de Neuilly.
Ces ponts avaient été projetés de manière à sa-
tisfaire pleinement aux conditions de la stabili-
té ; mais aucune disposition raisonnablement
praticable ne pouvait empêcher l'effet de la com-
pression des cimens qui garnissaient les joints
,de lits et celui de la tendance des parties du sys-
tème à prendre une position d'équilibre qu'ils
n'avaient pas rigoureusement sur les cintres
d'ailleurs, en voulant satisfaire à cette dernière
condition, on se serait donné un embarras en
pure perte, attendu que le remplissage des reins,
le pavage, la construction des trottoirs et des
...parapets ne se font qu'après le décintrement
or, dans tons les phénomènes des tassemens qui
ont eu lieu après, et qui ont même commencé à
se manifester avant le décintrement , on a cons-
tamment remarqué qu'à partir de la clef les
joints de lits des cours de voussoirs successifs
s'ouvraient à l'intrados, le plus grand écart an-
gulaire étant à la clef, et cette inclinaison dimi-
nuant graduellement jusqu'à un joint de lit dont
la position varie dans différentes voûtes, auquel
correspondaient deux paremens intérieurs de
voussoirs parallèles. A partir de çe, joint de lit
jusqu'aux naissances , les joints s'ouvraient à
l'extrados, en suivant, comme ceux de la partie



83o SUR LA STABILITÉ

supérieure de la voûte , une loi sensiblement ré-
gulière dans leurs écarts.

Il résulte de ces 'effets que les parties de la
Voûte placées entre le joint parallèle et les nais-
sances, n'exercent sur les cintres, lorsque les
clefs sont posées, qu'une pression faible et même
nulle en plusieurs points; ce qui se fait connaître
par la facilité avec laquelle on peut enlever plu-
sieurs cales et couchis dont quelques-uns se dé-
tachent d'eux-mêmes lorsqu'on se présente pour
les enlever. Cette circonstance doit être prise en
grande considération dans l'application des mé-
thodes de décintrement.

Nous ajouterons que les tassemens dont nous
venons de parler étant prévus d'avance, On a eu
soin de surhausser les voûtes en les posant suri'
les cintres , .de manière que l'effet du tassement
se réduisit à les ramener à la hauteur projetée
et on avait soin de .rendre le surhaussement plu-
tôt fort que faible.

Au pont de 'Louis c]lont les travaux ont
été commencés en 1786, et à la construction du,
quel un des commissaires a été employé comme
ingénieur sous les ordres de Perronet, quelques
dispositions particulières ont été ajoutées à celle
du surhaussement, d'après l'observation des
bâillemens de joints qui avaient lieu en diffé-
rens sens , lors des décintremens antérieurs de
plusieurs grands ponts, et pour bien s'assurer
du retour de ces joints au parallélisme après les
effets de tassement, on a posé les cours de vous-
soirs sur les cintres en faisant, converger leurs
paremens -intérieurs en sens contraire à celui de
la convergence que le décintrement devait leur
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'donner, de manière que le tassement n'a fan que

-lés l'amener au parallélisme. De plus , pour se
préparer les moyens de mesurer avec exactitude
les effets resultans des phénomènes de tasse-
ment, on a tracé sur les plans des tètes de cha-
que voûte trois lignes droites , l'une horizontale,
au-dessus dela clef, s'étendantAe part et d'autre
de cette clef jusqu'aux points où l'on jugeait que
devait se trouver la séparation des parties de
voûtes respectivement déprimées et renflées. Les
deux autres droites, inclinées,`.partant des extré-
mités de l'horizontale, se terminaient vers les
'coussinets des naissances.

Vingt ans environ après cette opération, on
a tracé sur les 'plans des têtes de nouvelles lignes
droites, faisant fonction d'axes des abscisses
auxquelles on rapportait par des ordonnéesles
points de la courbe .suivant laquelle s'étaient
infléchies les droites (anciennement 'tracées. On
a trouvé, comme on s.'y attendait, que l'horizon-
tale supérieure s'était déprimée et courbée au-
dessous de sa position primitive, l'effet contraire
ayant eu heu pour les lignes inclinées latérales
mais la courbure de ces dernières est beaucoup
moins sensible que celle -de la première.

Nous mettons sous les yeux de l'Académie un
dessin manuscrit de l'arche du milieu , sur le-
quel ces effets sont représentés graphiquement,
et les ordonnées des courbes cotées en millimè-
tres ;l'Académie remarquera combien ces courbes
sont régulières. Cet heureux résultat tient à des
détails tant du projet que de l'exécution, dont l'ex-
position nous écarterait trop de notre sujet; nous
nous 'bornerons à ajouter que l'arche dont nous
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présentons le dessin,.courbée en arc de cercle de
3 mètres de corde et 4 mètres de flèche, à très-
peu-près, ne, s'est pas tout-à-fait abaissée de la
quantité dont elle avait été surhaussée avant le
décintrement, et qu'il est infiniment probable
que tout le tassement dont elle est susceptible
cst opéré depuis plusieurs années.

Ces résultats remarquables ne,laissent. aucun
doute sur la'.realité des phénomènes d'après les-
quels on a ramené les conditions de la stabilité
d'une voûte en berceau à la théorie des actions
réciproques de quatre verges pesantes ,: assem-
blées à articulation dans un plan vertical. Cette
théorie, il est vrai, fait abstraction des ouver-
tures graduelles de joints, des changemens de
forme qui ont lieu entre les points correspon-
dans aux articulations ; niais on peut, pour les
usages pratiques, supprimer ces considérations,
qui d'ailleurs rendraient la solution du problème
extrêmement compliquée.

Depuis la lecture et la publication du mémoire
de Perronet,, et même postérieurement à la
construction du pont de Louis XVI , il a été
fait des observations sur des modèles de vOûtes
construites avec soin et dans de grandes pro-
portions, dont les résultats sont conformes, à
ceux 'que fournissent les observations des mou-
vemens des grands ponts : nous avons lied de
croire que les premières sont dues à notre con-
fière, M. Rondelet, membre de l'Académie des
Beaux-Arts. On en trouve la description et la
discussion dans le troisième volume de son
Traité de l'art de bâtir. Un ingénieur des ponts
et chaussées, dont la mort récente est un sujet
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de douleur et de deuil pour ses amis et .ses pa-
reils, de regrets amers pour tous ceux qui s'in-
téressent aux progrès des sciences et des arts,
M. Boistard, enlevé subitement à la société à
l'époque de sa vie où ses travaux passés donnaient
de si belles espérances pour l'avenir , a exécuté
et publié sur la même matière une série d'expé-
riences si bien combinées et tellement, variées,
qu'on jugera peut-être inutile d'en faire désor-
mais de nouvelleS,'Ies bases de calcul qu'elles
fournissent paraissant fixées définitivement.Nous
n'entendons cependant parler ici que des bases
de calcul relatives aux cas Où les mouvemens des
parties des voûtes ont lieu autour d'axes fixes et
mobiles, conformément aux explications précé-
demment données, et que les règles qu'on en
déduit ne s'appliqueront pas à des mouvemens
d'une autre espèce.

Passons maintenant aux applications théori-
ques qu'on a faites des expériences dont nous ve-
nons de donner la notice.

Depuis la lecture et l'impression du mémoire
de Perronet jusqu'à la fin du dernier siècle, il
n'a été publié aucune formule , aucune règle de
calcul applicable à la stabilité des voûtes', et dé-
duite des phénomènes importans que ce grand
ingénieur avait fait connaître. On continuait à
faire usage des formules de la Rire, Couplet, Bé-
lidor, etc. En l'année i800, celui de Vos commis-
saires qui avait été employé comme ingénieur à
la construction du pont de Louis XVI, mit au
jour un ouvrage ayant pour titre : Mécanique
?hilosophique , où il donne, art. 179 l'équation
l'équilibre d'une voûte en berceau, en ramenant
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les conditions que cette équation énonce à celles

de l'équilibre d'un système de quatre verges pe-
santes, assemblées à articulation, absolument

identique avec celui qu'on emploie mainte-
nant (i ) Quelques années après, en i8o9 , le
Traité_des ponts, de M. Gauthey, fu t publié et en-

richi de savantes. .et intéressantes notes par
M. Navier, sonr neveu, dont le talent et le mé-

rite sont bien connus de l'Académie. A cette

époque, M. Boistard avait fait ses expériences.

et la détermination du joint de rupture par la
condition du maximum du rapport entre le mo-

ment de la force qui tend à renverser les pieds-

droits, et celui de la force qui a ùue tendance

contralire était publiquement connu ; MM. Bois-

tard et Navier l'ont constamment adopté dans

leurs recherche S snr la stabilité des voûtes.

Eu 1820 parut dans le il'. 4 du Mémorial de
l'officier du génie,, un beau: mémoire de M. Au-

dry, chef de bataillon du même corps , dans le-

quel cet officier traite avec beaucoup de détail les

diverses questions relatives à,la mécanique des

voûtes : c'est lui qui nous parait avoir le premier

ramené la condition .d'après laquelle ondéterm i ne,

le point de rupture à1 des termes plus simples

en la faisant dépendre, non du maximum du

) Cette équation estfla première de l'article i;79 - il

faut faire attention, en lisant la signification des lettres dans

la colonne de notation, que par le mot parement intérieur,

on entend le parement qui, à la culée d'un pont, se trouve

du côté des terres, et dont l'arrête inférieure est celle

qu'on a désignée dans le mémoire et le rapport par le non)

d'arrête extérieure de la base du pied-droit ou axe fixe de

rotation.'
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rapport entre deux momms de forces, mais du
maximum d'un des termes de la somme de ces
momens , ainsi que nous l'avons expliqué précé-
demment, lorsque nous avons dit que MM. La-
iné. et Clapeyron avaient introduit dans leur
analyse cette même simplification.

On voi4par ce qui précède, que ces deuxjeunes
ingénieurs -ont été devancés dans la découverte
des bases fondamentales .de la théorie exposée
dans leur mémoire; nous ne pensons pas cepen-
dant qu'on doive en conclure que le contenu de
ce mémoire n'est pas tiré de leur propre fonds.
Lorsqu'ils sont sortis de France , ils avaient à
peine fini leurs études d'ingénieurs; ils n'ont pas
dû connaître avant leur départ des traités qui
sont à l'usage exclusif de quelques irigénieurs et
architectes. Le mémoire de M. Au dry n'était pas
encore publié, et- ces diverses productions se -
rencontrent bien plus rarement en Russie qu'en
France.

Nous devons ajouter qu'abstraction faite du
mérite de l'invention pour ce :qui est relatif aux
bases de théorie générale., leur travail n'en est
pas inqins cligne d'éloges sur plusieurs objets
de détail ; la construction géométrique du point
de rupture, les problèmes résolus dans le sup-
plément du mémoire , offrent des résultats cu-
rieux et nouveaux. La marche de l'analyse con-
cernant deux .espèces de voûtes est conduite
avec adresse et élégance. L'application qu'ils ont
faite aux voûtes en dôme , des formules établies
pour les voûtes en berceau, quoique augmen-
tant les chances d'incertitudes dans les résultats,
offre des moyens de vérification qui ne sont
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point à négliger. En général, leur exposition a,
de la netteté et même de l'originalité, et nous
les croyons très - capables d'appliquer utile-
ment l'analyse aux recherches physico-mathé-
matiques.

Si l'Académie partage à cet égard notre façon
de penser, son opinion sera pour MM. Lamé et
Clapeyron un puissant encouragement à con-
tinuer leurs recherches sur les questions qui in-
téressent les arts de construction , et qui four-
nissent encore aux ingénieurs savans et labo-
rieux de grands moyens de se distinguer.

Signé DUPIN, DE PRONY, rapporteur.

L'Académie approuve le rapport et en adopte
les conclusions.

SUITE DU MÉMOIRE
SUR

LES MINES D'ÉTAIN DE SAXE;

PAR M. 1VIANÈS , aspirant au corps royal des Mines (1).

FONDERIES D'ALTENBERG.

LEs schlichs préparés aux diverses laveries du
Stockwerk étaient fondus autrefois dans deux
usines, où l'on faisait usage, comme par-tout
ailleurs, de petits fourneaux à manche, de sept
pieds de hauteur. Cependant on avait reconnu
depuis long-temps le désavantage d'une méthode
qui ne permettait de fondre que de très-petites
quantités à-la-fois , et on se proposait de substi-
tuer à ce S petits fourneaux des fourneaux plus
élevés, lorsqu'en 18o6 on construisit à Schlac-
lienwald en Bohême, pour la fonte des minerais
d'étain, un fourneau de quinze pieds de haut
qui produisit les meilleurs résultats. Le peu d'ex-
traction qu'occasionnèrent les guerres d'alors,
et le bas prix auquel tomba l'étain furent autant
d'obstacles qui empêchèrent la société d'Alten-
berg de suivre cet exemple. Ce ne fut qu'a la fin
de 1'809, que l'étain ayantrepris de la valeur, on
fit dans l'usine inférieure les changemens que
nécessitait, la nouvelle méthode de fondage.

(s) Voyez, pag,. 499 et suivantes de ce volume , le com-
mencement de ce mémoire.

Prélimi-
naires.


