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.. Novs nous proposons, dans ce mémoire, de
présenter d'une maniere simplela théorie des en-
renages et de résoudre diverses questions im-
portantes pour leur emploi dans la pratique.

Les engrenages ont pour but de transformer
un mouvement de rotation autour d’un axe en
un mouvement de rotation  autour d’un autre
axe, ou en un mouvement en ligne droite. Pour
résoudre complétement ce probleme, on congoit

filement qu’il suffit de trouver les moyens
{e transmettre le mouvement de rotation d’un
ate 2 un autre axe paralléle, et ensuite d’un
acc & un autre, situé dans le méme plan, mais
fusantavec lui un angle quelconque: c’est ce qui
donne lieu 4 deux genres d’engrenages, les uns
gylindriques, les autres coniques.

Engrenages cylindriques.

2. Pour transmettre le mouvement de rotation
('un axe 4 un autre axe paralléle, dans un plan
qui leur est perpendiculaire, on place deux roues
tirculaires , tangentes entre elles, et ayant cha-
cune son centre sur undes axes; on fixe ensuite &
cesroues des courbes tellement disposées, qu’une
des roues tournant uniformément, la courbe
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quilut appartient presse 'autre courbe, et o}y|;
la seconde roue & laquelle elle tient, ( ;
aussi uniformément. Pour remplir ce hy oes
courbes doivent avoir entre elles une cert,aine
relation, c’est-a-dire qu'en se donnant Pune el
arbitrairement, 'autre doit étre déterminge,
effet, ke mouvement relatif des roues est celuide
deux autres roues de méme grandeur, desquelles
P'une serait fixe , et I"autre roulerait sur la pre-
miere; la courbe tracée sur la roue considie
comme fixe devra étre tangente i toutes Jes po:
sitions de la courbe fixée 4 la roue mobile, et en
sera par conséquent I'enveloppe. Ainsi lorsque
Tune des courbes directrices sera donnée, pour
trouver I'autre on fera roulerle cercle auquel ap-
partient la premiere sur le second cercle, et o
tracera lenveloppe des différentes positions
que- cette directrice donnée occupera sur le plan
du cercle fixe : cette enveloppe sera la seconds
directrice.

3. Dans ce mouvement, lorsque la directrice
donnée passe'd’une position A uneautreinfiniment
voisine, sonplan tourne autour du point de con-
tact des deux cercles. En eftet, les circonférences
des deux cercles peuvent étre considérées comme
des polygones d'ine infinité de cOtés égaux entre
eux, qui'se superposent lorsqu'un des cercles
roule sur l'autre: en sorte que le plan du cercle
mobile tourne successivement autour de chacun
des sommets du polygone fixe, et qu'un quelcon-
que de ses points décrit une courbe, composée
d’arcs de cercle infiniment petits, dont les cen-
tres sont au point de contact des deux roues. Ce
raisonnement est applicable 4 deux courbes en
général roulant I'une sur l'autre; c’est-a-dire que

€ tourner
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e plan de la courhe mobile tourne 'successive=
mnent autour du point de contact de. toytes les
dc;]lxs.uitdeléqu’il n’existe pas de glire_ctri’C% pour
Jesquelles le mouvement soit transmis uniformé-
ment,sans qu'il y ait de frottement. En effet, pour
quil o’y ent pas de fyotlelnerAlt, il ffludralt que
lune des deux directrices roulat sur l'autre ; mais
dors en considérant la seconde comme fixe, le
lan de la premiere devrait tourner successive-
nentautour des pointsde.contact-de ces courbes,
e qui n'a pas lieu. Te frottement n’est donc nul
que lorsque le point de contact.des deux direc-
wices se confond-avec celui (l.e_s _cercles, ce qui
1'a lieu que pour une sgule}pomtlom‘du sysiéme ;
pour toutes les autres, ily a nécessairement frot-
tement.

4, Stl'on imagine.qu'une courbe quelconque,
sitnée. dans le planrdes cercles, et tangente & tous
les-deux au méme point de contact, roule sur
enx, tandis qu’-;m d’eux roule sur 'autre, le pre-
wier point de contact de cette cout_‘be engendrera
sur les plans de ces cercles. des Ilgne.§ que l'on
pourra prendre pour directrices. En effet, dans ce
mouvement, un premier point de contact occu-
pera, i une antre époque, sur les deux cercleset sur
la courbe génératrice lestrois positionszz, M, M,
(fig.1,PL. V ):C étant l¢ nouveau pointdecontact
commun; les arcs Crz, CM, CM’ seront égaux ; la
courbe génératrice ayant rounlé sur'arc CM, son
point m-aura décrit sur le plan de cet . arc la
courbe 72 M, dont la normale en 7z aurala direc-
tion mC; ayant aussi, roulé sur l'arc QM"-,- son
powt iz aura aussi décrit sur le plan de cet arc
la courhe 2 M, dont la normale en 772 aura pal’qil--

: 39.
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lerhent 1a direction 72 C. Il suit de i que les degy
courbes m M, mM', décrites par un point de ]
courbe génératrice dansles plans des deux cercles
sur les circonférences desquels elle roule, passent
“touAJ.;oursrpar un mepie point 7z, ou elles on Iy
'meme‘normale et-sont par conséquentutaugemes:
ces deux courbe$ peuvent donc servir de diree.
trices, ‘et Punk d’elles est I'enveloppe des diffs
‘rentes positions que Pautre peut prendre sur sop
fan.

5. La conrbe génératrice est arbittaire ; si cest
lacirconférence d’un cercle, les directricessont des
épicycloides ;ce genre de directrice est celui dont
on fiit le plus‘d’dsage dans ka pratique. On nlem-
ploie jamais les ‘épicycloides entieres, on ne
Frend d’elles que de tres—petits arcs a partir de
eurs naissances, qui dirigent la  transmission
du mouvement d’'une roue 4 I'autre, durant un
angle de rotation, qui est une certaine fraction
de la révolution complete .de chaque roue; au
moment ou ces deux portions de directrices se
séparent, d’autres difectrices de méme naturecom-
mencent a se toucher et & se conduire dela méme
maniére. Ces parsies de courbes servent de hase 4
des surfaces cylindriques en saillies sur la circon-
férence de 'une des roues, et en retraits danslin-
térienr de I'autre. Pour permettre aux deux roues
de se transmettre réciproquement‘le mouvement,
suivant que le moteur fait tournerT'axe de l'une
ou celui de l'autre, 1°. le coté opposé de chaque
saillie ou de chaque retrait est formé par une
autre épicycloide, que Te cercle générateur décrit
sur le plan de chaque Totie, en roulaut sur elle
dans ‘un autre sens; les saiflies ne sont pas ordi-

nairement en ‘pdinte, elles sont ternnnées pit
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un arc de cercle concentrique a la roue, ce 'qu’i
donne A ces dents plus de largeur, et par consé-
gent plus de moyens de résister a la rupture;
s fond de chaque retrait est terminé par une
ourbe concave quelconque, qui ne gene pas le
pouvement des dents dans son intérieur; 2°. les:
ortions de la circonférence de chaque roue com-
rises entre deux dents ou deux retraits.conséeu--
iifs sont elles-mémes remplacées par des retraits
el des dents limités par d’autres épicycloides, qui:
eavent aussi communiquer le mouvement.
Chaque roue est ansi lu\mtée par‘des_dents et
des retraits qui S€ stmce(_lent alt?rnatu‘ement;
mais quelles rélations doivent exister entre les
divers élémens de ces courbes directrices ? Quel
doit étre leur ra‘pﬁért avec les’arféles de rotatign,
lans toute Vétemdue’desquels ils doivent se
toucher, et dont les valeurs ont des limites, au-
deld desquellgs la construction préc¢dente est umn-
possiple? Clest une question que le calcul seul
peut résoudre. ‘

6. Soient R et R’ les rayons des deux roues, r
celui du cercle géunérateur, roulant’ extérieure-
ment sur la circonférence de rayon R, et intérieu-
rement sur celle de rayon R': pour trouver les
équations des épicycloides décrites par un point.
du cercle générateur, soit pour la premiere de
cescourbes, dont lorigine est A (fig. 2), CAlaxe
les £, Pangle TOm = z, et par suite Fangle

ru ;
0CA = o les valeurs des. coordonnées: rec-

langulaires du. point m seront
2=Cp=CQ —mR,y = mp=0Q—OR:
or dans le triangle COQ, ot CO=R ~+-r, l'angle
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COQ = =: donc CQ = '
Q‘ R.doncCQ_.—(R—I—I')COS%:,OQ:

i =% 2 Tu
)sin et dans le triangle OnR
k » Ob

Om—r l’angle en m=—0nrQ —=0C
: = —=0C
: o __(R—Q_r)u Q A+C0m:
=
R R

OR = 7sin (—E:I: r)u

. Donec mR—r COSIR“"\’)",

, on a done:

=R 4r) cosz—rcos (R-l-r)u_
R R 2

(RA4=1)

B faet de
L (—:llm-lne!tmn’ de u entre ces deux équations
(Aondumut‘a Péquation en z et y de l’épicy(:loid;’
: m. De méme, si on voulait avoir Péquation po-
lan‘e de (Eette courbe ,cm=—YV étant lerayon rec-
]f:ur, etl angle m cp = o étant celui qu'il fait avee
V:ﬁtxe ?)ﬁe C.A), le triangle COm donnant

== +r)y4+r—of(R—47r)r

triangle Cmp... : 0 s

: rie
y = (R4-r) smﬁ — rsin

(R 4+r)u

R
£ —reos 2 Y
. L%
1l sufﬁra_d’éliminer « entre ces deux équations,
Pour-avoir la longueur de I'arc Am =3, les va-
leurs de et y donnent

_(R4+r)r .o - (R

do— R ) — sin — ~+Ssin (Bar) u]dlh
: Ram!
(R+-r)u|

(R—I— 7‘) I p
2= Tt e SRLRR0/E)
R Q o) 0S R f i

. rn
¥ (R'?"r)smi-——rsin
tang wi=— T !

(R 4-7) cos

et dy =
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(R—=7)"

- ) (1—cos u) du* =
Rn

= d’ou

775! A1
sin 2 udu; et en intégrant de-

R-7)r
puis =0, S= 4( R ) (1 — cos ;.
pour épicycloide Am (fig. 3), soit C'A’ Paxe

o) ) 4 . 3
des z' ¢ Tangle TOm étant toujours z, Pangle

m al .
0C'A'sera 7 car les arcs Tm, TA' sont égaux j

les coordonnées rectangulaires z', ' du point
’ ~ e 0 k;
m seront, d’aprés des considérations analogues
i celle de I'article précédent, .
, . T R'-r
z' = (R'-r) cos — rcos(__‘_) @,
R R
R'-r
( = ) u.
R

.oru
"= (Q'-r) sin — — rsin
y / Pl,

1’dimination de « entre ces deux équations con-
duirait 4 I'équation de I'épicycloide A'nz. Dans le
cas particulier de R'— o7, R'——r==1r, les valeurs
u o
le 2 et y' sont x'= 27 €08 — ,y' = o, et I'épi-

cycloide décrite est Paxe des x_’ ou le rayon C'A’.
Ansi, lorsque le rayon du cercle générateur est
1a moitié de celui de la roue dans la circonfé-
rence de laquelle il roule, il décrit une ligne
droite, rayon de la roue , pour courbe directrice.
Comme les courbes générutrices sont arbitraires,
dans la pratique le rayon du cercle générateur
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des  deux courbes directrices est ordinairemep;
la moitié du rayon de la roue pour laquelle ¢
picycloide est intérieure » €11 sorte que les retrait;
des roues d’engrenage sont ordinairement limj-
tés des deux cotés par des lignes droites, petites
portiohs de deux rayons de Ia roue 3 laquelle il
aPpartiennent-,Dans le cas général, Farc Alim=g
7(R'=r
4(3‘,)( I — cos , z). Dans le cgs g,

R'=ar, 8 =R’ (1 = cos< u)).— R

est S’ —

2

7- Les valeurs de S et de S/, correspandant j
un méme arc, 7z du cercle générateur, sont dayg

R—+4r - R!

un rapport constant R Clest le rap-
— 7

port des longueurs que doivent avoir les por-
tions d’épicycloides directrices des dents et e

. ru ru .
retraits ‘R R sont alors les angles de rotation,

dans I'étendue desquels une dent touche toy-
jours au retrait correspondant.

8. Pour trouver la limite de Pangle u, au-dely
de laquelle la construction indiquée § 5 estim-
possible, il faut observer que I'arc ru — T4 doit
€tre au moins égal A 2 fois arc Ro - o fois
Parc R’ o/, pour que les dents puissent engrener
avec les retraits, ou comme les angles wet o' sont
tres-petits, 4 2R tango —+ 2R/ tang o'. La valew
de tang o est énoncée plus haut, celle de tang o/
s'en déduit en changeant R en R/, etren 7'...et u

ru s
en —. Ayant ainsi les valeurs de tang v et de
r

tang o, on choisira u, de maniére que I'inégalité
¢ >2Rtang » + 2 R'tang o/, soit satisfaite. Si l'on
voulaitque toujoursplusieurs desdentsd’unerou,
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un nombre 72 en génér,al ' touqhassent e_nm‘éme
temps les retraits ‘(‘le l'?utre_, 1} fau‘d\rg'lt ,quia_ u
fat pris de maniere E satlsfallre, a l‘mega ité
> 2n (R tang o +R'tang »"), 1 exces du pre-
mier membre sur le second servirait a rerr{pla—
cer les pointes des dents par des parties circu-
laires concentriques aux roues. v
Dans le cas le plus fréquent, les retraits étang
limités des deux cotés par des lignes droites, on
ar:Ii’, 7l ?, en sorte que si 'on désigne
3
par Uet U’ les angles- de rotation des roues
correspondant a u et u, angles aux centres (1_95
cercles générateurs, EWBC’ l(lesque&s 1ls so'ntl heg
par les équations ru = r' u [:.‘RU == R:U’ on
U g R :
anra, en remplacant P g et r par T 7

parg,'u par 2 U, z' par 2 U,
2

{(2U" 9 U) sin U — Usin (2U'4-U)
tangw:-( 2U 4+ U) cos U — U cosy(2U"+U)
(2U U') sin U/ — U’ sin (2U 4 TU" )

J— : 7
Iﬂﬂga’_(zu +U/) COSU’-—U' COS(A-';-U-“ U )

etVinégalité A satistaire seraU' > ({7 tange +

tang o tang o'
ting o' ) ou £ > T e
Par exemple, lorsque les roues sont égales,'
ma R =R/, d'ot U’ == U, tang » = tang
_3sinU —sin 3U
" 3¢os U — cos 3U”°

I'inégalité a satisfaire est

tangw<%, Les formules de la trigonométrie
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donnent;sin3U = 3 sin U~ 4 sin U, g5y
— 4 cos *U — 3 cos U: la valeur de tap

: g o est
4 sin *U 2 tangdU | .

donc

6 cos U—/4cos’U AR5 tang “U + 1 3 soit

—_—

n' + %

U est ordinairement asse;

1 (29 . 2
tang U= —,onen déduira tang o =
§ = :

tang.e 2
t tang U T3
petit pour que I'on puisse lui substituer s
tangente : Tinégalité A satisfuire sera done

tang e« TR 2 £59 .
t;]—iﬁ] <z d oum <pdourn >\/5,0ui
trés-peu pres 2: on devra donc avoir U < sk
circonférence du cercle dont le rayon est |
étant environ 4%, son rapport avec U devra étre
plus grand que 22— %% : %, ou au moins égul
a18: ainsi les roues devront avoir au moins de
18 4 20 dents. Cet exemple suffit pour faire
voir comment on pourra déterminer en général
le minimum du nombre de dents de chaque roue,
lorsque le rapport des rayons R et R' sera donné.
g. Pour transformer le mouvement derotation
autour d'un axe en un autre autour d'un se-
cond axe paralléle au premier, on se sert aussi
de deux roues , desquelles I'une a pour surfaces
dircctrices des rouleaux cylindriques placés sur
sa circonférence, et 'aulre est composée de dents
et de retraits ; la courbe qui termine les dents
de cette seconde roue est une espece dépicy-
cloide , enveloppe des ditférentes positions que
I¢ rouleau prend lorsque la circonférence de la
premiére roue, sur laquelle est son centre, roule
sur celle de la seconde ; les retraits doivent !
moins contenir la moitié circulaire d’un ot
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leau;il y @ de méme a détermminer, dans ce cas,
les minima possﬂ)les des nombrqs de dents et de
rouleanx du systeme., en fonction glu rapport
des grandeurs des deux roues et du diametre des
rouleaux. Pour y parvenir, soient R le rayon de.
Ja roue a dents , 7 celui de l'autre ; soit aussi a
Je rayon d’'un -ro.ul'eau A (S8 4) la position de
son centre & 'origine, et a une distance a de ce
point sur la tangente au cercle de rayon R, nor-
male 4 la courbe Am; soit Al l'origine de la
courhe enveloppant les différeutes positions du
rouleau ; soit aussi 7z la position de son centre
hune époque quelconque , et a une distance a
de ce point sur la normale Tm a la courbe Am;
soit i’ le poinut correspondant de Ienveloppe
A'm'; enfin soit CA I'axedes x: angle COm=u;
la ligne Tm' = T — a, et Tm =27 sing u;
elte ligne Tre' fait avec I'axe des z un angle

re
tgal & OTm — OCA; le second est égal &—E

etle premier 4 la moitié de 200° — z : la ligne
T fait donc avec axe des x un angle égal

. w ru .
a 100° —-< o 7 > , dont le cosinus est
2 .

fu TUL 174 re )
B o 1 . P ;la])s_
sm<2 —+ R)’ et le sinus cos (2 == R)

cisse du point ' est égale a la somme des projec-
tions sur 'axe des x des lignes CT = R et T,
son ordonnée est égale a la différence des pro—
jections de ces mémes lignes sur Paxe des y : on
a donc :
T 1 8 u ru
=R cos — (zr'siu; u—a)jsm {\; o F,/;

R
: it AL - 1 y 123 r ri \
#=R sin — — (2ssin — u — a)cos| - =

R ‘ 2 2, R
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Si.  désigne }’angle que le rayon vecteyr Cn!
fait avec CA, u suffira, pour que les dents et

retraits de la roue de rayon R soient com :s
bles avec l'angle «, que P'on ait 2 R <,Ea0:
méme 2R tang < 7u : or tang o étant égale an
X .
2 est une fonction connue de o

pourra donc, au moyen de I'inégalité précédente
g

rapport

déterminer en . fonction: du: rapport = ¢
r

rayon a des rouleaux le rapport minimum (e
u a 2 7, et parsuite les nombres minima de dents
et de rouleaux du systéme,
10. Pour tgansformer un mouv%ment de rofa-
tion en unmouvement linéaite dans un sens pér.
endiculaire a I'axe de rotation, on se sert dine
roue dont 'axe est celui de rofation et dontda cir-
conférence est tangente 4 la dirdetion suivantla-
quelle on veyt transmettre le mouyement; cette
roue est limifée par des dents et des retraits qui
engrenent avec des retraits et des dents situéssur
la ligne droite, que I'on nomme alors crémail-
lere. Pour trouver la nature des courbes direc-
trices de ce systéme, on peut considérer la ligne
droite comme la circonférence d’une roue d'un
rayon infini, et déduire tout ce qui est relatifi
ce cas particulier, du cas général précédemment
exposé. Ainsi, pour trouver les courbes des dents
de la crémaillére et celles des retraits de la roue,
il suffitde faire successivement rouler sur laligne
droite, et dans I'intérieur de la circonférence, un
cercle dont le rayon soit moitié de celui de la
roue, les lignes tracées par un de ses points se-
ront les courbes directrices demandées. Il suit
dela que les dents de la crémaillere seront limi-
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tées par des portions de cycl?ideS, et que les re-
traits de la roue seront bordés par des portions
de ]ignes droites. Pour trouverj au congrau‘e la
forme des dents’ de la‘roue et des retraits de la
aémaillére, il faut faire rouler sur 4a circonfé-
rence et sur la ligne droite un cercle quelcon-
ue, dont un point déCI‘lI‘fl une .éPICYCIOI,de et
anecycloide, qui pourront étre prises pour cour-
bes directrices. St Pon voulait que le rayon du
cercle générateur fiit la moitié de celui de la cré-
maillere, considérée comme une roue d’un rayon
infini, le cercle générateur serait aussi une ligne
Jroite: alors, en roulant sur la circonférence de
Ja roue, un de ses points décriraitladéveloppante
du cercle; mais pour rouler sur'la crémaillére il
ne pourraitla quitter et le retrait serait nul. Il suit
delaque les dents de la roue sontlimitées par des
épicycloides ou par des développantes de cercle,
et que la crémaillere a des retraits bordés par
des cycloides, ou des lignes droites dont un seul
point est constamment touché. iy
Pour trouver le rapport des portions de direc-
trices situées sur les dents de la crémaillere et
aux flancs des retraits de laroue, on peut dans
4(R=4r)r

—cos
m (1—cos ;1)

les valeurs générales S=

r(R'—r)

R
'
= —, R étant le rayon de la crémail-

N = ((-—cos;-u),faireRinﬁni,

etr= o

2
lére, prise pour la circonférence d'un -cercle ,
R’ ou p le rayon de la roue , €t'rcelui du cercle
générateur ; S et S' deviennent alors, en dési-
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7
gnant par U = I'angle au centre de |

a I‘OUQ?
correspondanta un arcégal aru,S—o; (1—cosy)
[ 5 L

S'=;(t—cosU), dou o= 2. Lavaleu,
R tang o se réduit, dz}ns cecas, i la projection de
la portion de cycloide diréetrice sur la Jig
droite axede la crémaillere : on la déduit de Iy
pression

ST ; i
R 4+ 1) sin T rsm(u-{—T{)

R tang (2] = 1il

(B - 1) cos rTI{ — rcos (i« +-Il_:)

T

R sin m—i—rsin I St o .
SN =y I — —— 71COS I $in —
R R R 0SSt

rit G T

ri r o
COSE+K¢O R TR cos(u_i-FL

En faisant R mfini, alors

Y A ru___o A L . T
T ST , COS 1_{—[78“1T;::O7
et

R sin ;-g — 1{.% == #1
d'ou R tang » = ru — 7 sin u; ou en-fonction
de I'angle U..... R tang , == pU — ;psina U=
p(U—sin U cos U).

Le rapport des portions de directrices situées
sur les dents de la roue, et aux flancs des retrails
de la crémaillere, se déduit des valeurs générales
de S et de §'; en y faisant R’ infini, la premire
ne change pas, et la seconde devient

Sl :
S"—4r(r—cosin):
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= W
[e rapport des arcs de la cycloide et de I'épicy~
4 R
T R4r
Jient nul lorsque 7 est infini, c'est-a-dire lorsque
le cercle générateur  se redmt, a une ligne
lroite, et U'épicycloide & une développante de
cerdle; ce qui confirme que, dans ce cas, les re-
traits de la crémaillére n'ont pas de courbes
ﬂanquantes, ou PlutOt que ces dl-rectrlces sedres-
duisentd un pont. Pour r infini la valeur de
g - fa o - L
se préscnte sous la forme 2, on peut la mettre
sous Ja forme
S — 4R (Rud-rie) (s~—cos52) .
i R 1w
la premiére fraction se réduit 4 4 R0, en f.?u;
ant7e=— RU, et z = 0, la seconde se _redu1t a2
pour & = 0 ; le rapport des différentielles pre-
4 Lsm- u

micres de ses deux termes, qui est 7 sC

rbduit aussi & 2 ; mais celui des différentielles

3 . glusde
cloide directrice est donc—S— ; il de

i 1

Lcos!u .
secondes =——=—- donne § pour la vraie “ﬁ_falel‘.lr
2

! RU* _
de la fraction proposée : on a doncS — —. La

2

vileur de §' se présente aussi sous une forme 1n-
déterminée ; mais elle peut se mettre sous la
forme

A —COoS ; I 1—COS3

S =4 T8 ) — 4 RU ————\:

u z )

o le rapport des différentielles des deux termes

; 1—COoS - u R ;
dela fraction * " est Lsindu,etsdéva-
u ,

nouit pour # = o: on a donc $' = o.
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Dans te_cas ol r n'est pas infini, la valey; g
nérale de:tapge ne souffre aucune mOdiﬁcati(b)n
en y chapigeant R en on aura la valeyr g,
otang %L,orsq_ue ¢ est infini, » est nyl 3 mais leyp
produit Tl est égal A RU:ce qui change Laboyg
Pexpression de-tang «en

Ri%in Ugllr sin'U — Fsin 7 Cos 6—— rcos usin §j

Rcos Un=¥cos U= rcos « 41-0& U 4=rsin zsin 0
ensulfgy pyisqhiel cos & == T, won-gir sin/ Ik
rcosy sl ==, 5.cos U-qcosu to9 U3,

.R sin U — 7 sin z cos&U’ ; .
R'cosU 4= 7 sin u sin U qui Ye réflp

ebdang# ==
euﬁr?jg i -
~ 75n U — Ucos.U ootapeU—U o
taﬂlgwl‘-——- cos U \+ ) i1 q*—'i = %Iﬂﬂg u eI'I.U,b'.

SeRVaNE qug pour. U = o, stz vt Ry

Erfgr(,{nage.s coniqies;

r1. Poubt¥tsormer un mougement de fola-
tisn"adtotir d'un axe, dans un n"’louivement‘ lerola-
tiolr ‘autour d*un aatre axe fals,aql}s pﬂng%g ayec
le’premier €t situé dans le méme plan,on se sexy
-de dtuxfoued pérpendicti’{ayges A ces'axes, liiy
téel' par des dents et des retraitsa sprfacesconi
ques engrenant les unes dans les autress lessyr
faée'saconiqu'es directrices de ces roues peyyen:
avbit poutt bhdes deux courbes direc‘rlricgs quelt

conques.

Ici, cOnifme dans le cas cig _engrenages cylin:
driques, utiedes courbés dire%iiiéq%ﬁtgm; donnée
_plane ou non, pour trouver Tautre 1l suffira de
faire rouler le &he de 12 roue i laqjglle est fixée

cette premiere courbe sur celui de |'autré roue,
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la surface conique enveloppant toutes les posi-
fions que pren('lra cette d,u‘ectrlce, sera ]’a seconde
qurface directrice. On demon’treralt d’'une ma-
niere analogue que ce genre d’engrenage ne peut
avoir lieu sans frottement, et qu’enfin si 'on
jmagine qu'en méme temps que les cones des
roues se meuvent 'un sur Pautre, une courbe
plane quelconque roule a-la-fois sur deux cercles
servant de base a ces cones, de maniére 4 leur étre
toujours tangente en leur point de contact, un
quelconque de ses po’mt§ engendrera deux cour-
bes, dont chacune sera située S}u‘l’une des roues,
et que 'on pourra-prendre pour cqurbes direc-
trices,ou plutot comme base ‘des cones directeurs.
12. On peut prendre pour génératrice un cer-
cle dont le planserait toujours- ]e-rnéme que ce-
hidn cercle servant de base au cone de I'une des
roues,etdont lerayon serait de méme de la moitié
leceluidecetteroue, les courbesdirectricesseront,
dans ce cas, urieslighe droite pour-les flancs des
retraits de la premicre roue, et une épicycloide
sphériglie pouries dentsde la seconde.Ponr trou-
ver le mirfliiun) dunombre de dents qye chaque
Toue peiﬁl f)é_Ssé‘cﬁ'ef ,fﬂ est nécess%i'rg de cgunaitre
les équations d’u‘ne"épicyclo'ide sphérique. Soient
R lerayon du Rerclé fixe, r le rayon du, cercle
générateur et O ‘son centre, ¢ elan,gle que leurs
plans font ethrd eux, A (fig. 5) I'origine de I’é-
picycloide, T P‘e‘pgigt e contact des deux cer-
des & une époque quelconque du mouvement,
mle point correspondant de I'épicycloide, C I'o-
ngine des coordonnées, CA 'axe des x, et Paxe
des z perpendiculaire au plan TCA ; mp 'ordon-
néez du point , P ¢ une perpendiculaire abais-
scesur Tg, tangente commune aux deux cercles;
Tome 1X, 5e. livr. ho

i
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i mn :
enfin z I'angle TOm et | S0n sinus, ou ayy

Z=mp=—i1iq c0s I—(r—on)cosi—r{1—cosy
Ici Pabscisse x est la somme des projections sy
Paxe des x des 3 lignes CT =R, TQ = my—
4 six} u et pg = mg sini = r ( 1—cos ) sinj;
I llgnf{s CT et pq font, avec cet axe » UL angle

) coss,

’ \ ru r 9
égal g complément de Pangle que Tg it

3 45 ) >
avec ce méme axe: on a donc.... x :Rcos__u_|_

L 15RNTLL . . i
rsin % sin -ﬁ—f—r(l—cos ©) sinicos—. Lordon-

née yestégale alasomme des projectionsdes feus
lignes CT et pg sur l'axe des y, diminuée (¢ |
projection de la ligne Tg ; ces trois lignes foot
avec cet axe des angles complémens de ceux
gu’elles font avec 'axe des z : on a donc

Tu

R

. T ;
y = Rsin — — rsinu cos

} s
K ~=r (1—cos ) sin; sm—K-.
L’élimination de u entre les valeurs des trois
coordonnées donnera les équations de ['épicy-
cloide sphérique. Le point d’intersection desdeux
roues est situé sur 'axe des z, & une distance
1
Z = 2 e I I.{ — ; car, dans la floure 7,
tang: St
Z=—=QC + VT; la droite Sm est une des géné-
ratrices' des surfaces directrices , elle-vientren-
contrer le plan des zy en un point dont les coor-
données sont

Z Z

x,y:Z_—z}/,

A== A
4
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insi que les donnent les équations de la droite
;lm dans lesquelles on fait z=o. L'élimination
dezz entre x et y donnera ’équation d’une base
Ju cone directeur, situee sur !e plan supérieur
ouinférieur de la roue. On dédutt de ces équa-
Fouw ey

: — 2 —_. Les dents de la roue de
tions tang & = = = "=

rayon R seront limitées par des portions de

3 7
coucbes qul sous-tendront un angle au cen-
wreC’ dontla tangente aura pour expression celle
k)
de tang o, dans laquelle on changera-R en R/,

ru
ren s, etwen —. Les valeurs de tang, et de
r

tang »' étant connues eun fonction de «, ilr \faudra
que Inégalité 2 (Rtang o + Rtang ') <ru
soit satisfaite ; ce qui indiquera le maxunum de
ru, et par suite le rinimum du nombre des dents
dechaque roue. ' |

15. On transmet encore le mouvement d’un
aie 3 un autre faisant un angle avec le premier,
¢n se servant de deux roues placées de la méme
maniére que les précédentes, mais dopt l'ur\1e a
poursurfaces directrices des fuseaux conigues aba-
sescirculaires. La seconderoue a des retraits, dont
les flancs sont des cones ayant pour basela courbe
enveloppant le cercle d’un fusean dans’ toutes Tgs
positions qu’il occupe, lorsque son centre décrit
une épicycloide sphérique; les retraits doivent
contenir la moitié d’un fuseau conique coup€ par
un plan méridien. La détermination du nombre
minimum des dents repose sur des calculs ana-
logues & ceux déjd expogés.
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Des fi'otiemens dans les engrenages

14, DansJe_s £ngrenages tant eylindrigueg
coniques, le frottement sur les dents e‘s?v il
avec Ja nature des courbes directrices et ]ﬂmable
de forAce qu’ilsocgasionnent dansun ?te,m')sﬂd ¥
peut étre plus .ou moins grande: il estld b
sentiel d’évaluer cette perte de force ;?f?c .
mettre 3 méme d’assigner la formie des, de l: (}e
plus conveFa})le, ou celle qui donne unl:nSim:1
mun, | a 7ée-avaine - .
AT :pggr a force employée d-n\amtre le frotge-

Soit'CMG ( fég. 6) tine courbe sérératrict qui
en roplant sur le cercle de rayc;n R ta, eﬁ?a;
premier.en G, engendre déux courbes dirgctriccs
MB et MA tangentes en M soit z la normale C)f
a ces directrices,¢ 'angle qu'elle fait avec [ ta-
gente cqmmune aux deux cercles; si Q estuye
force appilquée tangentiellement au ceycle,de
rayon R_’, et représentant la résistance 4 vaigcre
la pression P an point M sera donnée pzi?,l’é,-,

quation PR”cos ¢ == QR/, d'ott P — —Q‘-.‘Lors-
CcosHfulta

que l'angle o augmente de d, le point M pur-
court sur la directrice A M un arc de cercle dont
lerayon est z, sous-tendant un angle égal a celui
que font en ¢ la courbe génératrice et le cercls
de rayon R; ce méme point parcourt sur la direc:
trice BM un arc du méme cercle de rayon z, sous-
tefnlant un angle égal a celyi que la courbe gé-
nératrice fait en ¢ avec le cercle de rayon Rjh
différence de ces deux arcs, ou la portion dela
c,ourbe AM qui glisse sur la courbe BMlorsdue
Pangle p augmente de 5, est donc égale & un
arc de cercle dont le rayon est z, correspoudant
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;un angle au centre égal A celui que [ont entre
cux les deux cercles au point ¢, ou 4 la somme
des angles qu'ils font avec lgﬁi‘ “tangente com—
nune. Or, st ds est la portion del¥ courbe géné-
nfrice qui sépare le point de contact’c de celui ¢’
lorsque Pangle st devenu p -~ d), 1l est aisé
le voir que Tangle que le cercle de #ayon R’ fait

avec, § tangente;, peut étre représenté par i{% ;

g : t
et que-% peutireprésenter pa reilleménticeluique

le cercle de, rayoy R fait pyec cette mémggan-
getllf, AIPSLs
; 1d3 g{ S )

repl*e’s‘éhté la porﬁon de da difectride AM, Fui
ghssé’sur la coutbe BM lorsque‘ Tangle aug-

mente ¢ dp
[apression’en Mpouvant étre cotisidérée comme

cstante dang urt instant infihiment“pétil; la
force absorbée par le frottement pendant gekins-
tan(t’pogmja; étre représentée par
: [ A > zds’
VUi rtaw ) Faey
¢q;¢jleytlbjsprbég pepdantiun temps fini pai Lip-
tegralg
(ab glog ozds
S W) e
A } . F
félantun coefﬁciepgftc?pstant, dépendant de la
nature des surfaces frottantes. Or remarquons
quedz représentant 'accroissement du rayon vec-
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teur 2, .0n,a ¢z = dscos p, doti d s — d\z

cosp

3 ” 11 o
Pintégrale précédente peut denc se mettre sous

la forme
{1 1\ ° zdz
—— e L
Q \ R R’ f cos’
¢
Cela posé, un méme arc S de toute courbe g-
nératrice possible, engendrant deux portions
de courbes directrices, qui feront décrire |
mémes fractions de révolution aux deux cireoy.
férences, trouver les courbes directrices don:
le frottement absorbe le moins possible de force
vive, c’est trouver, parmi toutes les fonctions;
*odz
de z, pour lesquelles S = /—___ est constant,
PCOS P

celle qui rend un nmunimum. La mé-

COos

{70 2dz
*p
P

thode des variations ,.appliquée 4 cette recher-
che, indique que :

°zd O zd. °d 0y
/ z z, OL}/ zazg a3 “/ dz :/ +acc0s'd:'_
cos® P cos *P cosk cos s P
P P P P

devant étre un minimum, il faut que

o 5 .
/:z’zJ‘. <w) —fds 2._°+“COSP sin pdp =0,
¢ €os 2 p A cos 3p

ce quiexige 22—« cOS p==0, Ou que Sinp=0,quel
que soit z; mais la courbe génératrice devantétre
telle que z—o0 et p==0 en méme temps, ceite
variation ne peut étre nulle que lorsque sing=o,
oug==o0,quel que soit z : dans ce cas, la courbe g-
uératrice est une ligne droite et les courbes di
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rectrices les développantes fes deux cireonfé-
rences. Ainsi I'engrenage cylindrique pour l_eq_'m_:l.
la perte de force due au frottement est un mini-
mum est celui pour lequql les dents des roues se-
raient limitées par des développantes de cercle.

Dans le cas ot la courbe génératrice est un
cercle, et par conséquent les courbes directrices
des épicycloides, en représentant par o le rayon
du cercle générateur, on a z=—=27 Sin, dz=o250 §
d ¢, et Vintégrale donnant la somme de vforc_e'
vive perdue par le frottement est

Qﬁ(—}ﬁ-lﬁ 47’/ taug pd pr =
Tp

1

I 1
of (g+ ﬁ") 4 ozl

SiR'{ représente 'arc du cercle' de rayon R’ que

le point de contact des c_lrconference’s a parcou-

w, tandis que l'angle , a augmente de zéro A

sa dernmiere valetfr, larc 2 o i{ (’1011: lui étre égal; ce

qui donne p= R— Jetdy—=— d: la perte de
2 2),

Y
force peut alors étre mise sous la forme

/1 T\
Qf\ﬁ'*‘j{—:}-

si les directrices étaient des développantes pour
leméme angle .| au centre du cercle de rayon R/,
la somme de force perdue serait

o (i v e
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en retranchant cette som
cede , la différence

@Ak ) 2R [ g '
Grm)=on/) ( 8y *L‘"%)d-y
est essentiellement positive
ce qui vérifie ce que le calcg,,l
indiqué.

__ Il resterait A résoudre la m
tivement au frottement des d
nages coniques; mais cette r
necessairement a des résultat
cédens, et nous croyons po
de lehtreprendre.

me de celle quila pre,

lqé]el que s0it o; ceg
€S variations ayy)

€me question re;.
ents dans Jeg engre.
echerche conduira;
s apalbgubs alux pte.
uvorr néus idispensy
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LEs MINES DETAIN DE 5AXE()

Pan M. MANES, - Tngéfielir du'Corps royal

.des Mines.

MINES' D’EFAIN DE MARIENBEKRG.

Ls contrée.de Marienberg offre une foule de = Aspect
plateaux plus ou moins élevés, séparés entre Physidte:
eux par autant de ravins : les uns, peu profonds,
qui recoivent de petits ruisseaux, formant par
Jeur réunion des étangs qu'on utilise pour les
fonderies; les autres , profonds, escarpés, arrosés
par des ruisseaux plus forts, qui se rendent dans\

la petite riviere de la Bockau.

On récolte beaucoup de grain sur les plateaux
¢t du foin dans les bas-fonds. Le penchant des
collines est couvert de sapins; il y en a aussl
sur les hauteurs, mais disposés de loin en loin ,
ettoujours en petites masses.

Tous les environs de Marienberg sont formés Constitution
d'un gneiss composé de beaucoup de quarz gri- sélogique:
sitre, pen de mica noiritre ou brunétre, en pe-
tites paillettes entrelacées, et tres-peu de feld-
spath jaunatre a I'état terreux.

Dans ce gneiss, on trouve, 1°. des couches
de feldspath blanc crisfallin avec cristaux de
tourmaline, pres Boberschau; 2°. des bancs de

(1) Voyez , tome VIII de ce recueil, le commencement
dece Mémoire.




