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MÉMOIRE
SUR

LES ENGRENAGE"S;

let MM. LAMÉ ET CLAPEYRON , Ingénieurs au
Corps royal des Mines de France, Majors du génie au
service de Russie.

1.
Nous nous proposons, dans ce mémoire, de

présenter d'une manière simple la théorie des en-
grenages et de résoudre diverses questions im-
portantes pour leur emploi dans la pratique.
Les engrenages ont pour but de transformer

un mouvement de rotation autour d'un axe eu
un mouvement de rotation autour d'un autre
axe, ou en un mouvement en ligne droite. Pour
résoudre complétement ce

problème'
on conçoit

facilement qu'il suffit de trouver les moyens
de transmettre le mouvement de rotation d'un
axe à un autre axe parallèle, et ensuite d'un
axe à un autre, situé dans le même plan, mais
faisant avec lui un angle quelconque: c'est ce qui
donne lieu à deux genres d'engrenages, les uns
cylindriques, les autres coniques.

Engrenages cylindriques.

2. Pour transmettre le mouvement de rotation
d'un axe à un autre axe parallèle, dans un plan.
qui leur est perpendiculaire, on place deux roues
circulaires, tangentes entre elles, et ayant cha-
cune son centre sur un des axes ; on fixe ensuite à
ces roues des courbes tellement disposées, qu'une
des roues tournant uniformément, la courbe
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602 SUR LES ENGRENAGES.

qui lui appartient presse l'autre courbe; et obli,
la seconde roue à laquelle elle tient, de tournber
aussi uniformément. Pour remplir ce but, Cescourbes doivent avoir entre elles une certaine
relation, c'est-à-dire qu'en se donnant l'une d'elles
arbitrairement, l'autre doit être déterminée. En
effet, le mouvement relatif des roues est celui&
deux autres roues de même grandeur,

desquellesl'une serait fixe , et l'autre roulerait sur la pre-
mière; la courbe tracée sur la roue considérée
ernme fixe devra être tangente à tontes les po.
sitions de la courbe fixée à la roue mobile, et en
sera par conséquent l'enveloppe. Ainsi lorsque
l'une des courbes directrices sera donnée, pour
trouver l'autre on fera rouler le cercle auquel ap-
partient la première sur le second cercle, et on
tracera l'enveloppe des différentes 'positions
que- cette directrice donnée-occupera sur le plan
du .cercle fixe cette enveloppe sera la seconde
directrice.

3: Dans ce mouvement, lorsque la directrice
donnée passe d'une position aune autre infiniment
voisine, sonplan tourne autour du point de con-
tact des deux cercles. En effet, les circonférences
des deux cercles peuvent être considérées comme
des polygones d'une infinité de côtés égaux entre
eux, quise superposent lorsqu'un des cercles
roule sur l'autre: en sorte que le plan du cercle
mobile tourne successivement autour de chacun
des sommets du polygone fixe, et qu'un quelcon-
que de ses points décrit une courbe, composée
d'arcs de cercle infiniment petits, dont les cm>
tres sont au point de contact des deux roues. Ce
raisonnement est applicable à deux courbes en
général roulant l'une sur l'autre; c'est-à-dire que
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le plan de là courbe mobile tourne successive-
nient autour du point de contact de touies Je;s..

.deux..Ui
suit de là qu'il n'existe pas de directrices pour

lesquelles le mouvement soit transmis uniforme-
ment,sans qu'il y ait de frottement. En effet, pour
qu'il n'y eût pas de frottement, il faudrait que
l'une des deux directrices roulât sur l'autre ; mais
alors en considérant la seconde comme fixe, le
plan de la première devrait tourner successive-
mentautour des points decontet de ces courbes,
ce qui n'a pas lieu. Ie frottement n'est donc nul
que lorsque le point de contact des deux direc-
trices se confond avec celui des cercles, ce qui
n'a lieu que pfflr,One seulepositionien système ;
pour toutes les autres, il y a nécessairement frot-
tement.
.4. Si l'on imagine qu'une courbe quelconque,

située dans le plan des cercles, et tangente à tous
les deux au même point de contact, roule sur
eux, tandis qu'un d'eux roule sur l'autre, le pre -
nier point de contact de cette courbe engendrera
siffles plans de ces cercles des lignes que l'on
pourra prendre pour directrices. En effet, dans ce
mouvement, un premier point de contact occu-
pera, 'a une autre époque, sur les deux cercles et sur
la courbe génératrice les trois positions in M, M',
( fig. nPl. V ) ; C étant le nouveau point de contact
commun, les arcs Cm, CM, CM' seront égaux ; la
courbe génératrice ayant roulé surl'arc CM, son
pointnz;.aura décrit sur le plan de cet ,arc la
courbe mM, dont la normale en in aura la direc-
tion /72C; ayant aussi, roulé sur l'arc C son
point.m aura aussi décrit sur te plan de cetarc
la courbe in M' , dont la normale en in aura pareil-
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lement là direction m C. Il suit delà que les
deux

courbes in M, in M', décrites par .un point de la
,courbe génératrice dans les plans des de:

passentles circonférences desquels elle roulecercles
toujours par un même point in, où elles ont la
même normale et s'Ont par conséquent tangentes:
'ces deux courbes peuvent donc servir de direc-
trices, et l'une d'elles est l'enveloppe des diffé-
rentes positikinS que l'autre petit prendre sur son

5. La courbe génératrice est arbitraire : si c'est
la circonférence d'un cercle, les directricessontdes
épicycloïdes ; ce genre de directriée est celui dont
on fait le plus d'usage dans la pratique. On n'em-
ploie jamais les .épicycloïdes entières on ne
prend d'elles que de trèspetits arcs à partir de
leurs naissances, qui dirigent la transmission
du mouvement d'une roue à l'autre, durant un
'angle de rotation, qui est une certaine fraction
.-de la révolution complète de chaque roue; au
moment où ces deux portions de directrices se
séparent, d'autres directrices de même nature com-
mencent à se toucher et à se conduire de la même
manière. Ces parties de courbes servent de base à
des surfaces cylindriques en saillies sur la circon-
férence de l'une des roues, et en retraits dans l'in-
térieur de l'autre. Pour permettre aux deux roues
de se transmettre réciproquement le mouvement,
suivant que le moteur fait tourner l'axe de l'une
ou celui de l'autre, ro. le côté opposé de chaque

saillie ou de chaque retrait est formé par une
-autre épicycloïde, que le cercle générateur décrit
sir le plan de chaque roue, en roulant sur elle

dans un autre sens; les saillies ne sont pas ordi-
nairement en pointe, elles sont terminées par
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un arc de cercle concentrique à la rue, ce ceii
donne à ces dents plus de largeur, et par consé-
quent plus de moyens de résister à la rupture
le fond de chaque retrait est terminé par une
courbe concave quelconque, qui ne gêne pas le
mouvement des dents dans son intérieur ; O les:

portions de la circonférence de chaque roue com-
prises entre deux dents ou deux retraits consécu-
tifs sont elles-mêmes remplacées par des retraits,.
et des dents limités par d'autres épicycloïdes, qui,.

peuvent aussi communiquer le mouvement.
Chaque roue est ainsi limitée par"des dents et
des retraits qui se succèdent alternativement
mais quelles relations doivent exister entre les
divers élémeriede"ces courbes directrices ? Quel
doit être leur rapport avec les angles de rotation,
dans toute l'étendue desquels ils doivent se
toucher, et dont les valeurs ont des limites,
delà desquelles la construction précédente est im-
possible? C'est une question que le '4cul sen
peut résoudre.

6. Soient R et R' les rayons des deux roues, r
celui du cercle générateur, roulant extérieure-
ment sur la circonférence de rayon .11, et intérieu-
rement sur celle de rayon R' : pour trouver les_

équations des épicycloïdes décrites par un point
du cercle générateur, soit pour la première de
ces courbes, dont l'origine est A (fig. a), CA l'axe
de S x, TOm u, et par suite l'angle

OCA =; les valeurs des coordonnées me-,

tangulaires du point in seront

=CQ mR, y mp ---- OR :

or dans le triangle COQ, où CO= R r,
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il suffira d'éliminer u entre ces deux équations.
Pour avoir la longueur de l'arc Am s, les va-
leurs de x ety donnent

d=. + r)rx sin-*SinR R

r (et dy (R±
COS du.

R f

I______;Roù_i_dsi:7_ess2uinÎH

( I COS U____L,2:s
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(B. --1- T)In'

ue'dd; d'OÙ

Cell' ..-

Go7

ils,-_- 2
(R - H r)r

R
sin i. zulu; et en intégrant de-

( R --i-r )7.

R
,

I COS 7.'
plliS il,--- 0 1 S :------ 4

Pour l'épicycloïde Af7/2 (fig. 3), soit C'A' l'axe
des xljangle TOm étant toujours u, l'angle

. TU
OC'A'sera R,, car les arcs Tin, TA' sont égaux ;

le coordonnées rectangulaires x', y' du point
in seront, d'après des considérations analogues
à celle de l'article précédent,

rit
= (R' r) cos co,

11'

rit
(IV r ) siii r sin

R'

L'élimination de u entre ces deux équations con-
duirait à l'équation de l'épicycloïde A'm. Dans le
cas particulier de 27', ][1!---7r, les valeurs

de x' et y' sont x' 2T cos _7= o, et l'épi-

cycloïde décrite est l'axe des x' ou le rayon C'A'.
Ainsi, lorsque le rayon du cercle générateur est
la moitié de celui de la roue dans la circonfé-
rence de laquelle il roule, il décrit une ligne
droite, rayon de la roue , pour courbe directrice.
Comme les courbes génératrices sont arbitraires,
dans la pratique le rayon du cercle générateur
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COQ --: donc CQ = ( R r) cos
R'

( R -4- r ) sin , .et dans le triangle Ondl,

Oni= r, l'angle en

11

ru ( R 7')
. Donc 7721-1=r cos--

OnQ= OCA
(R+1)11,

OR= Tsin
( R +r) u , on a dénie:

( R r) u
r ) COES cos

ru (1.1±r) uy = ( LI }r) sin FT _ r

L'élimination de u entre ces deux équations
conduirait à l'équation en x et y de l'épicycloïde
Am. De même, si on voulait avoir l'équation po-
laire de cette courbe, C 112 =V étant le rayon rec-
teur, et l'angle m op = co étant celui qu'il fait avec
l'axe fixe CA, le triangle COm donnant

( R - 2 R r) r cos u , et le
triangle Cmp...

( r ) sin sin
(R r)

tang R

rit
(11. r) cos .17-17- r cos
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des deux courbes directrices est ordinairementla moitié du rayon de la roue pour laquelle l'é-picycloïde est intérieure, en sorte que les
retraitsdes roues d'engrenage sont ordinairement limi-tés des deux côtés par des lignes droites,
petitesportions de deux rayons de la roue à laquelle ilsappartiennent. Dans le cas général, l'arc A'inzzSi

4r (111--r)est S'
R'

cos u). Dans le cas de

...--= 2r, S' R' ( cos -2`-, u) = R'
Les valeurs de S et de S',

correspondant àun même arc, ru du cercle générateur,
sont dans

R r R'----un rapport constant
R II' C'est le rap-

port des longueurs que doivent avoir les por-
tions d'épicycloïdes directrices ,des dents et des

. ru ru
retraits' sont alors les angles de rotation,R
dans l'étendue desquels une dent touche tou-
jours au retrait correspondant.

Pour trouver la limite de l'angle u, au-delà
de laquelle la construction indiquée S 5 est mi-
possible, il faut observer que l'arc ru= TA doit
être au moins égal à 2 fois l'arc 11,» I 2 fois
l'arc R' pour que les dents puissent engrener
avec les retraits, ou comme les angles a, et sont
très-petits, à 2R tang H- 2R' tang . La valeur
de tang (,) est énoncée plus haut, celle de tang
s'en déduit en changeant R en R', etren r'... et 11

7'U
en --7. Ayant ainsi les valeurs de tang co et de

tang i, on choisira u, de manière que l'inégalité
7U > 2R tang 2 Rf tang soit satisfaite.Si l'on
vo u lait q u e toujours plusieurs des dents d'une roue,
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un nombre n en général, touchassent en même
temps les retraits de l'autre , il faudrait que u
fia pris de manière à satisfaire à
ru> 27Z ( R tang c e R' tang ), l'excès du pre-
mier membre sur le second servirait à rempla-
cer les pointes des dents par des parties circu-
laires concentriques aux roues.

Dans le cas le plus fréquent, les retraits étant
limités des deux côtés par des lignes droites, on

R' ,
a r - , r - , en sorte que si l'on désigne

2 2

par U et U' les angles de rotation des roues
correspondant à u et u', angles aux centres des
cercles générateurs, avec lesquels ils sont liés
par les équations ru = r u' = RU RU', on

U' R'
aura, en remplaçant -fi, par et r par ,2

par 1-1, u par 2 "U', u' par 2 U,
2

( 2U'U ) sin U U sin ( )ta"g =U ) cos U U cos (2U'
( 2U -4- ) sin TY Ti' sin (2U )

tang
) COS COS ( 21)

'tïr
et l'inégalité à satisfaire sera Ut >2 ( tang -{-

tang tang
"ng wl o" IV

Par exemple, lorsque les roues sont égales,
cria R =11', d'où U' U , tang tang ce'

3 sin U sin 3U
, l'inégalité à satisfaire est'

à cos U cos JE

tang.<
-4.

Les formules de la trigonométrie
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donnent: sin SU 3 sin U 4 sin 311, cos 3u
4 cos 'U 3 cos U: la valeur de tang w est

4 sin 315 2 tang 3U
donc

6 cos U-4cos3U 3 tang 'il
2

n3 +b ntanu U , on en déduira tang

; soit

311

tang 2
. U est ordinairement assezet

tang U 3
petit pour que l'on puisse lui substituer sa
tangente : l'inégalité à satisfaire sera donctang, 2< Cl O <1-, d'où n >\/' 5, ou
tan g:LI 77' -4-- 3 4

très-peu près *: on devra donc avoir U <
circonférence du cercle dont le rayon est
étant environ -1-7°-4, son rapport avec U devra être
phis grand que 2-9- 4+1. : e , ou au moins égal
à 18: ainsi les roues devront avoir au moins de
18 à 20 dents. Cet exemple suffit pour faire
..voir comment on pourra déterminer en général
le n'Uni/num du nombre de dents de chaque roue,
lorsque le rapport des rayons R et 11. sera donné.

9. Pour transformer le mouvement derotation
autour d'un axe en un autre autour d'un se-
cond axe parallèle au premier, on se Sert aussi
de deux roues , desquelles l'une a pour surfaces
directrices des rouleaux cylindriques 'placés sur
sa circonférence, et l'autre est composée de dents

et de retraits ; la courbe qui termine les dents
de Cette seconde roue est une espèce d'épicy-
cloïde , enveloppe des différentes positions que
lé rouleau prend lorsque la circonférence de la

première roue, sur laquelle est son centre, roule

sur celle de la seconde ; les retraits doivent au
moins contenir la moitié circulaire d'un ron-
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leau ; il y a. de même à déterminer, dans ce cas,
les minima

possibles des nombres de dents et

rouleaux
du système., en fonction du rapport

des grandeurs des deux roues et du diamètre des.
rouleaux. Pour yparvenir, soient B. le rayon de.
la roue à dents , r celui de l'autre ; soit aussi a
le rayon d'un rouleau, A (fig. 4 ) la position de
son centre à l'origine, et à une distance a de ce
point sur la tangente au cercle de rayon R, nor-
male à la courbe Ain; soit A' l'origine de la

'courbe enveloppant les différentes positions du
rouleau; soit aussi 77Z la position de son centre
lune époque quelconque , et à une distance a
de ce point sur la normale Tin à la courbe Ain;
soit ni le point correspondant de l'enveloppe
Afin'; enfin soit CA l'axe des X: l'angle COin=u;
la ligne Tin' Tin a, et Tin sin-1 u;
cette ligne Tin' fait avec l'axe des x un angle

TU
égal à OTm OCA; le second est égal à

etle premier à la moitié de 2oo° u : la ligne
fait donc avec l'axe des x un angle égal

u ru
a loo

-2

--4- , dont le cosinus est,
)0

u ru li
ru)

-),
et le sinus cos ; l'abs-sin(- H- H--

2 R 2 R
risse du point ln! est égale à la somme des projec-
tions sur l'axe des x des lignes CT _=. R et Tin,
son ordonnée est égale à la différence des pro-

jectioj's:
de ces mêmes lignes sur l'axe desy : on

a donc
,

ni I
u rît\

.i..:_-_ R. cos j. -1- ( 2r sin ; u ) sin - .4- IT);
. TI( 1 a . ru\

y L---- h sin. ( 2/. sin - a -- a) cos (- ..-j- 11).
R. 2
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Si ce désigne l'angle que le rayon vecteur Cm'fait avec CA, il suffira, pour que les dents et les
retraits de la roue de rayon R soient compati
bles avec l'angle u, que l'on ait 2 R < ru oumême 2 R tang co < ru : or tang co étant égale au

rapport Y', est une fonction connue de u : onx
pourra donc, au moyen de l'inégalité précédente,

déterminer en fonction= 41,1 rapport et du

rayon a des rouleaux le rappore minimum de
u à 2 e, et par suite les nombres minima de (lents
et de rouleaux du système.

f o. Pour transformer ifti mouvement de rotaj
tion en un Mouvement linéaire dans un sens per:
pendiculaire à l'axé de rotation'," On se sert d'une
roue dont l'axe est celui de rofafion et dort 'la cir-
conférence est tangente à la dirc.tiotf,.snivantla-
quelle on veut transmettre le Mouvement; cette

e retraitsroue est limitée par des dents et 1 s qui
engrènent avec des retraits et des dee Situés sur
la ligne droite, que l'on nomme àlors crémail-
lère. Pour trouver la nature des courbes direc-
trices de ce système, on peut considérer la ligne
droite comme là circonférence d'une roue d'un
rayon infini, et déduire tout ce qui est relatif à
ce cas particulier, du cas général précédemment
expOsé. Ainsi, pour trouver les courbes des dents
de la crémaillère et celles des retraits de la roue,
il suffit de faire successivement rouler sur la ligne
droite, et dans l'intérieur de la circonférence, un
cercle dont le rayon soit moitié de celui de la
roue, les lignes tracées par un de ses points se-
ront les courbes directrices demandées. Il suit
de là que les dents de la crémaillère seront filai-
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tees par des portions de cycloïdes, et que les re-
traits de la roue seront bordés par des portions
de lignes droites. Pour trouver au contraire la
forme des dents de la roue et des retraits de la
crémaillère, il faut faire rouler sur la circonfé-
rence et sur la ligne droite un cercle quelcon-
que, dont un point décrira une épicycloïde et
une cycloïde, qui pourront être prises pour cour-
bes directrices. Si l'on voulait que le rayon du
cercle générateur fût la moitié de celui de la cré-
maillère, considérée comme une roue d'un rayon
infini, le cercle générateur serait aussi une ligne
droite: alors, en roulant sur la circonférence de
la roue, un de ses points décrirait la développante
du cercle; mais pour rouler sur la. crémaillère il
ne pourrait la quitter et le retrait serait nul. Il suit
de là que les dents de la roue sont limitées par des
épicycloïdes ou par des développantes de cercle,
et que la crémaillère a des retraits bordés par
des cycloïdes, ou des lignes droites dont un seul
point est constamment touché.

Pour trouver le rapport des portions de direc-
trices situées sur les dents de la crémaillère et
aux flancs des retraits de la roue, on peut dans

les valeurs générales S
4 ( R r )

r(1 cos lu)

=4
r (R' -

R'

--r )
( cos 1- u) 'fifre, R infini

et r -P R étant le rayon de la crémail-
2

lère , prise pour la circonférence d'un -cercle
ou p le rayon de la roue, et:r celui du cercle

générateur ; S et S' deviennent alors, en dési-
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;gnant par II = - l'angle au centre de la
roue,2

correspondant à un arc égal à ru, s2
p cosUÏ,

st t COS d'où -s-, 2. La valeur de

R tang co se réduit, dans ce cas, à la projection
dela portion de cycloïde directrice sur la ligne

droite axe de la crémaillère : on la déduit de l'ex-
pression

r) sin i7fir r sin ( u -1-Z)

11 Lang 0, PL

(Il r) cos r cos ( -4_73
11

771 -ri ru rit11 sin rsin r sin u cos r coin k.11-1-- s u s

ru r rit r
cos cos cos (uh

En faisant R infini, alors
r ru ru . rit= O. .--=-----. 0 , CÛS --- _.7- I SUI = 0,R ' --it R ' R

et

R sin 7." = R.re

d'où R tang -=ru r sin u; ou en fonction
de l'angle U R tang pU p sin 2 U
p sin U cos

Le rapport des portions de directrices situées
sur les dents de la roue, et aux flancs des retraits
de la crémaillère, se déduit des valeurs générales
de S et de Si; en y faisant R' infini, la première
ne change pas, et la seconde devient

S' 4 r cos
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le rapport
des arcs de la cycloïde et de répicy-

doïde
directrice est donc --

S'
R r

'

vient mil lorsque r est infini, c'est-à-dire lorsque

le cercle générateur se réduit à une ligne
droite, et l'épicycloïde à une développante de

cercle; ce qui confirme que, dans ce cas, les re-
traits de la crémaillère n'ont - pas de courbes
flanquantes, ou plutôt que ces directrices se ré-
(luisent à un point. Pour r infini la valeur de S

se présente sous là forme S. ,- on peut la mettre
sous la forme

AR ( Ru+ru) rit (r cos+u)
a

la première fraction se réduit à 4 R U2, en. fai-
sant ru= RU, et u o, la seconde se réduit à -°

pour u o, le rapport des..différentielle.-; pre-
Ï. sin u

mières de ses deux 'termes, qui est , se
2U

réduit aussi à ; mais celui des différentielles
u

secondes
cos

donne pour la vraie valeur
2

nu.. Lade la fraction proposée : a donc S

valeur de S' se présente aussi sous une forme in-
déterminée ; mais elle peut se mettre sous la
forme

4 ru
(1cos = 4 RU

or le rapport des différentielles des deux termes
cos u

de la fraction est I- sin u , et s'éva-
u

'mit pour a o: 011 a donc S' = o.
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Dans le cas où r n'est pas infini, la valeur
nérale cleil4ne ne souffre aucune modificatiobn
en y changeant._ B. en p on aura la valeur de'P tang ce. 4.9rsque r est infini, u est nul

; mais leurproduit rus-est égal à RU: ce qui change d'abordrexpression,de n'agni en
,11.--sin :Ut.iiiii!. ein U r sin 71 COS U r cos u sin U
ii ci-7s 1),-'-e-In'eses U r cos u cos U ÷ r sin u sin u';. ----, -

ensuiÇmnipuisque cos-u = I , on a r sin U -
rg90A..y:seill.;----- 0 , T '0S U r-COS, lt COS II '.-:-- 0,e

`34301 P9.0 R si, U ___ r sin u cos y, r
et p.p.ge, B. . ,, . 1. li. 'lui se réduitcos ._, -,-.. r SM it m . ,

- ' ..f-F.,til XIV./ ..10Ji-ZÏ 410 "Pel
en -rneat.991i-b 89114, f e

'Gen il, 7if, lbile 109U,110
tan mn

fy
:,.. -.7" u cos u 4.1e8,11,171 M tuàâ

cos V....4-. ci Sill U 1147, ti â-,Ég. tp- , r, ,-r..t ? i

servant que pour U =-_..- o, r sinTli= ru RU,
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leielnier et situé dans le riihne-_filïfl.,'-on se sert
de"dê'ux roiiéS perpendicul4res à ,e'S-`aiies,14i-
te.4e,par des dents et de,s,retjraits à;Surfacesmiair
qties engrenant.les une d.ans les awsesiles,s,g-
faces 6ôniques directrices de CÇS T011es eget
avoir pur bases deux courbes directrices

quel.e,conçues.f .
.P

Ici, comnWdans le cas des engrenages cylin-
driques, unelles courbes diréetrices étant donnée
plane du non, pour trouveit-atitïe,il suffira de
faire rouler le cône de la roâAsequelle est fixée
cette première courbe sur celui de l'autre roue,
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la surface conique enveloppant toutes les posi-
tions que prendra cette directrice, sera la seconde
surface directrice. On démontrerait d'une ma-
nière analogue que ce genre d'engrenage ne peut
avoir lieu sans frottement, et qu'enfin si l'on
imagine qu'en même temps que les cônes des
roues se meuvent l'un sur l'autre, une courbe
plane quelconque roule à-la-fois sur deux cercles
servant de base à ces cônes, de manière à leur être
toujours tangente en leur point de contact , un
quelconque de ses points engendrera deux cour-

-
bes, dont chacune sera située sur l'une des roues,
et que l'on pourra prendre pour courbes direc-
trices, ou plutôt comme hase des cônes directeurs.

12. On peut prendrepour génésatrice un cer-
cle dont le. pian toujourslrême que ce-
lui du cercle -Servant de base ati-eôrie"'de l'une des
roues,et dont le rayon serait de même de la moitié
decelui de cette roue, les courbes directrices seront,
dans ce cas, une ligne droite pour les flancs des
retraits de la_première roue, et,-tine,,épje,y,cloïde
sphérique'fc'elefint '..4'de la seconde. ,piqnr, trou-
ver le minietin'illiiiiapathbre de dents ,elha u e

ï)ïisseie:.t êfig.
. _

roue peut' r cessaire,d,efmriaître
les équations d'ueéPleycloïde spher,iqueoient
R le rayon du cerclé fixe , r le i'l,)11.du cercle
générateur et 0 '4cit'ineentre, i ra-'ngid que leurs
plans font entre `eitx, A (fig. 5 );;Vorigine de ré.,
picycloïde, T le -Point de contact des deux cer-
cles à une époque quelconque du mouvement,
in le point correspondant de l'épicycloïde, C l'o-
rigine des coordonnées, CA l'axe des x, et l'axe
des z perpendiculaire au plan TC A ; nzp l'ordon-
néez du point in,pq une perpendiculaire abais-

\ sée sur Tq, tangente commune aux deux cercles ;
Tome IX, 5e. /iv. 40
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enfin a l'angle TOnz et son sinus , on aura

z:-_-_--Inp=mq cos Cos u) Cos
Ici l'abscisse x est la somme cles projections surl'axe des x des 3 lignes CT .-=. R, TQ runr_-t. sin u et p q mg sin i r ( cos u) sin
les lignes CT et pq font, avec cet axe, un angle

TU
égal à , complément de l'angle que Tq fait

avec ce même axe : a x Rcoslile+

TU
r sin u sin ( r cos u) sin i cosi. L'ordon-

néeyest égale à la somme des projections des deux
lignes CT et pq sur l'axe des y, diminuée de la
projection de la ligne Tg ; ces trois lignes font
avec cet axe des angles complémens de ceux
qu'elles font avec l'axe des X: on a donc

nt r uruy .7-_-__. R sin -- r sinu cos -1-r (I-'cos ii) sini
sin-11.R. R

L'élimination 'de u entre les valeurs des trois
coordonnées donnera les équations de l'épicy.
cloïde sphérique. Le point d'intersection des deux
roues est situé sur l'axe des z, à une distance

R B.'Z = --1-- . ; car, clans la figure 7, i

ta ngi s mi
Z= QC + VT; la droite Sm est une des géné-
ratrices des surfaces directrices , elle vientren.
contrer le plan des xy en un point dont les coor-
données sont

Z = O X =IL x , y r,Zz Zz
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ainsi que les donnent les équations de. la droite

Sm, dans
lesquelles on fait z= o.. L'élimination

de u entre x et y donnera l'équation d'une base
du cône

directeur, située sur le plan supérieur
ou inférieur de la roue. On déduit de ces équa-

dons tan, . Les dents de la roue de

rayon 11! seront limitées par des portions de
courbes qui sous-tendront un angle e1 au cen-
treC, dontla tangente aura pour expression celle
de fang s dans laquelle on changera R en 11',

r en , et u en-7. Les valeurs de tang ce et de

tang 2 étant connues en fonction de u, il faudra
que t'inégal-ne 2 n tang w ± tang ) <
soit satisfaite ; ce qui indiquera le- rhaxirruirn de

. .

ni, et par suite le iniiaimnhimn du nombre des dents
de chaque roue.

15. On transmet encore le mouvement d'un
axe à un autre faisant un angle avec le premier,
en se servant diderix roues placées de la'mèrrie
manière que les précédentes , mais. dont l'une a
pour surfaces directricesdes fuseauXeoniques àba-
ses circulaires. La seconderoue a des retraits, dont
les flancs sont des cônes ayantpour base la courbe
enveloppant le cercle d'un fuseau dans toutes les
positions qu'il occupe, lorsque son centre décrit
une épicycloïde sphérique; les retraits doivent
contenir la moitié d'un fuseau conique coupé par
un plan méridien. La détermination du nombre
minimum des dents repose sur des calculs ana-
logues à ceux déjà exposés.

40.
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Desfrotteihens dans les enp'enages.
14. Dans legengrenages tant cylindriques queconiques, le frottement sur les dents

est variableavec lai nature des courbes directrices,
et la perte

de force qu'ils occasionnent dans un temps donné
peut être plus ou 'moins grande : il est donc es-sentiel d'évaluer cette perte de, force, afin demettre- à même d'assigner la formé ' dei dents laplus convenable, ou celle qui donne un mie
rincipletiz.la, force employée à vaincre le frotte-ment.

Soit'CMG (jii;. 6) une courbe génératrice, qui,
en roulant sur le cercle de rayon R' fangent au
premier en C, engendre deux courbes directrices
MB et MA. tangentes en M; soit z la normale CM
à ces directrices, e l'angle qu'elle fait avec Ikt4p,
gente commune aux deux cercles; si Q est une
force appliquée tangentiellement au cercle de
rayon qt représentant la résistance à vaincre,
la pression P au point M sera donnée,par'&

quati'd,nPR''Cos e Qt1', d'où P Lors-
COS p

que l'angle augmente de d?, le point M par-
court sur la directrice A M un arc de cercle dont
,lerayon est z, sous-tendant un angle égal à celui
que font en c la courbe génératrice et le cercle
de rayon II; ce même point parcourt sur la (hW-
trice BIVI un arc du même cercle de rayon z, sous-
tendant un angle égal à celui que la courbe gé-
nératrice fait en c avec le cercle de rayon 11'; la
différence de ces deux arcs, ou la portion de la
courbe AM qui glisse sur laneourbeSM lorsque
l'angle p augmente de dp, est &WC- égale à mi
arc de cercle dont le rayon est z, correspondant
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un angle au centre égal à celui que font entre
eux les deux cercles au point c, ou à la somme
des angles qu'ils font avec lei'tàngente corn-
eille. Or, ds est la portion delecburbe géné-
ratrice qui sépare le point de contaCtue de celui'd
lorsque l'angle p est devenu p d il est aisé

voir que l'angle que le cercle de eayon R' fait
, r, ds

11-VCC sa tangente- peut être représenté par '
dS

et que, peut représenter pareillementeelni que
,

le cercle de rayon R fait avec cette mêmeipn-
ge'rlie. Ainsi ,)-x f

).ty
z (-1

représente la portion de la directrice AM,-qui
glisse sur la courbe BM

«LEYIT"
mente de dp.
La pression en M pouvant être conilk`ide.éâdligibe

constante dans un instant infinimene'petiq la
force absôrbée par le frottement psiôdwistsii,ri,s-

lo,.
tant pourm, être par

n.q fil Jiu_ ( , , \ zds .-r&

I feh :ilm9:Riv, Kehl, , -, -i
s p

,J19) .6 Ii; 9L!,t.; ,
etetleAspr,bps,pendant un temps finiipar l'in-
tégrale ' JinoTiC()

,l.rib :j'Oit ) fozds
Q. qi 517 .: IT7 f, cos

P

fételtw,coefficient,c9fi- gant, dépendant de la
nature des surfaces frottantes. Or remarquons
que clz représentant l'accroissement du rayon vec-



622 SUR LES ENGRENAGES.

(LZ

cos?
l'intégrale précédente peut donc se mettre sousla foeme

( I 1 \ ,, r° zdz
Q \ TJ,- + E7 i I =cos p

?

Cela posé, un même arc S de toute courbe
gé.-

nératrice possible, engendrant deux portions
de courbes directrices, qui feront décrire les
mêmes fractions de révolution aux deux circon-
férences, trouver les courbes directrices dont
le frottement absorbe le moins possible de force
vive, c'est trouver, parmi toutes les fonctions r

j>"dzde z, pour lesquelles S = est constant,
cos p

P

teur z, ona,dz= ds cos p, d'où ds

eo zdz
celle qui rend_ I un. minimum. La mi-,j cos ' p
thode des variations, appliquée à cette recher-
che,.indique que
f° zdz r' zdzJJou °A 4 e COS p,oz+

COS' P cos ' r. -1-- ce.f dz.;
cos P

P P PCOS
1'

P

devant être un minimum , il faut que
( z -H e' cos z

? cos 2 p
, P

cos , p

40 2 z-1.-eCOS p shipk=0,

ce qui exige 2z--F-a. cos p = 0, ou que sin e=--o, quel
que soit z; mais la courbe génératrice devant être
telle que z= o et p= o en même temps, cette
variation ne peut être nulle que lorsque sinç=o,
oue=o, quel que soit z : dans ce cas, la courbe gé-
nératrice est une ligne droite et les courbes di-
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rectrices les développantes des deux eireonfé-

rences. Ainsi l'engrenage cylindrique pour leipe:!.

la perte
de force due au frottement est un mini-

mum est celui pour lequel les dents des roues se-
raient limitées pair des développantes de cercle.

Dans le cas où la courbe génératrice est un
cercle, et par conséquent les courbes directrices
des épicycloïdes , en représentant par y le rayon
du cercle générateur, on a Z=2 ), sin?, 2

d ç , et l'intégrale donnant la somme de force
vive perdue par le frottement est

f (L h yi tang p d p .=R'
P

I I 1

Qf (k+-1T-) 4 1°g .cos p

représente l'arc du cercle de rayon que
le point de contact des circonférences a parcou-
ru, tandis que l'angle a augmenté de zéro à

sa dernière valeur, l'arc 2 .y doit lui être égal; ce
'

qui donne p= 4 et d i14: la perte de
2 2

force peut alors être mise sous la forme

. 2 Ril<>tang 11-± 4. d44 2),

si les directrices étaient des développantes pour
le même angle 1, au centre du cercle de rayon R`,
la somme de force perdue serait

Qf(1 dt:
R ./4
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en retranchant cette somme de celle qui la pré.cède, la différence

R R'(-17 it7) . 2 y R.14 tang 1 --_ 12y r
est essentiellement positive, quel que soit y; c'estce qui vérifie ce que le calcul des variations avaitindiqué.

Il resterait à résoudre la même question rela-tivement aufrottement des dents dans les engre-nages coniques; mais cette recherche conduiraitnécessairement à des résultats analogues aux pré-cédens, et 'nous croyons pouvoir nourdispenserde l'entreprendre.
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-

SUR

LES MINES D'ÉTAIN DE S 4A-11É-(1.);

PAR M. MANÈS, Ingénieur au'Cdri)s royal
-des Mines.

MINESIYÉTAIN DE MARIENBERG.

LÀ contrée de Marienber,_g offre une foule de Aspect

plateaux plus ou moins élevés, séparés entre PhYsique

eux par autant de ravins : les uns, peu profonds,
qui reçoivent de petits ruisseaux, formant par
leur réunion des étangs qu'on utilise pour les
fonderies; les autres, profonds, escarpés, arrosés
par des ruisseaux plus forts, qui se rendent dane-
la petite rivière de la Bockau.

On récolte beaucoup de grain sur les plateaux
et du foin dans les bas-fonds. Le penchant des
collines est couvert de sapins ; il y en a aussi
sur les hauteurs, mais disposés de loin en loin
et toujours en petites masses.

Tous les environs de Marienberg sont formés Constitution

d'un gneiss composé de beaucoup de quarz gri- en°giVe
sâtre, peu de mica noirâtre ou brunâtre, en pe-
tites paillettes entrelacées, et très-peu de feld-
spath jaunâtre à l'état terreux.

Dans ce gneiss, on trouve, 10. des couches
de feldspath blanc cristallin avec cristaux de
tourmaline, près Boberschau ; 2°. des bancs de

(1) Voyez , tome VIII de ce recueil, le commencement
de ce Mémoire.


